ALGEBRA Algunas soluciones a la Practica 5
Espacios vectoriales: Capitulos 1y 2 (Curso 2025-2026)

4.— Sea P2(IR) el espacio vectorial real de polinomios de grado menor o igual que 2. Sean:

(i)

(iii)

U= {p(x) € Po(R)[p(1) =0}, V= {p(z) € P(R)|p'(0) = 0}

Calcular las ecuaciones implicitas y paramétricas de U NV respecto de la base candnica de Po(IR).

Reinterpretamos como estan definidos ambos subespacios en funcién de coordenadas respecto de la
base canénica C' = {1,x,2%}. Un polinomio p(z) = ag + a7 + az2? tienen coordenadas en esta base

p(x) = (ag,a1,a2)c-
p(1) = 0 equivale a ag + a; - 1 + as - 12 = 0, es decir, ag + a; + az = 0.
p'(z) = a1 4+ 2a2x y por tanto p’'(0) = 0 equivale a a; = 0.
Entonces:
U ={(ao,a1,a2)c € P2(R)|ao + a1 + a2 = 0}, V = {p(x) € P2(R)|ay = 0}
Las ecuaciones implicitas de la interseccién se construyen uniendo las de ambas subespacios:
{ ap+a;+azx=0
a1 =0
Son claramente independientes porque no son proporcionales.
Tenemos que dim(U N'V) = dim(P2(IR)) — n° de ecuaciones =3 — 2 = 1.

Por tanto para las paramétrias resolvemos en funcién de 1 pardmetro. De la segunda ecuaciéon a; = 0
y sustituyendo en la primera: as = —ag. Quedan:

CLOZ)\
111:0
a2=—/\

Probar que B = {1,(z — 1), (z — 1)?} es una base de Po(RR).

Dado que dim(P2(IR)) = 3 y B tiene tres vectores para que sean base basta comprobar que son
independientes. Equivalentemente que sus coordenadas respecto a la base canénica forman una matriz
de rango 3:

1= (1a Oa O)C

r—1=(-1,1,0)¢

(x—1)2=1-224+2>=(1,-2,1)¢

y rango | — = 3 (porque ya estd escalonada y tiene tres filas no nulas).

—_ =
N = O
= o O

Hallar las ecuaciones implictas de U NV respecto de la base B.

Tenemos la matriz de cambio de base:
1 -1 1
Mcg=10 1 -2
0 0 1



que relaciona coordenadas (bg, b1, bs)p en la base B y (ag,a1,a2)c en la candnica:

ap bo
a; | =Mcp | I
a9 b2

Entonces las ecuaciones implicitas en la base canénica vimos que eran:

ao
&1—|—CL2—|—CL3:O<:>(1 1 1) a1 =0
a2
ao
ap =0 <= (0 1 O) ap | =0
a
Sustituyendo:
bo
(1 1 1)MCB by =0 << by=0
bo
bo
(0 1 O)MCB b1 =0 < b1—2b2:0
bo

(v) Dar las ecuaciones paramétricas de un subespacio W, tal que U y W sean suplementarios.

Dado que U esta definido por una sola ecuacién tiene dimensién dim(Pz(IR)) — 1 = 2. La ecuacién era
ag + a1 + as = 0. Ponemos una variable en funcién de las otras dos:

a9 =— —ap — aq
y tenemos las paramétricas:
ap=«a, a=f, a=-a-4.

y de ahi los generadores:
U=/,L{(1,0,-1)c,(0,1,-1)¢}

Un espacio suplementario tendrd dimensién dim (P2 (IR)) —dim(U) = 3—2 = 1. Estard generado por un
vector que junto con los dos de U generen todo P2(IR), es decir, que el rango de la matriz que forman
los tres sea 3. Basta tomar (0,0,1)c ya que la matriz que forman los tres seria:

0 -1
1 -1
0 1

O O =

de rango 3. Por tanto:
W = £{(0,0,1)¢}

y sus paramétricas son:
(IO:O, CL1:07 agz)\.

(1.3 puntos)



6.— En el espacio vectorial real R® consideramos las siguientes bases:
- la base candnica C = {e1,é2,e3} = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
- la base B’ = {uy,uz2,u3} = {(0,1,1),(2,0,0),(1,0,1)}.
- la base B" = {v1, 02,03} = {(1,—1,0),(0,0,-1),(1,1,1)}.
(a) Si(1,3,2) es un vector de R* calcular sus coordenadas en cada una de las bases anteriores.

(b) Denotamos por (y1,y2,ys) las coordenadas de un vector en la base B'. Consideramos el subespacio
vectorial dado por la ecuacon:
y1+2y2 —y3 =0
Calcular las ecuaciones paramétricas y cartesianas de este subespacio con respecto a cada una de las
bases dadas.

Denotamos por (z1, z2,x3), (y1,y2,¥3), (21, 22, 23) las coordenadas en las respectivas bases C, B’ y B”.
Las ecuaciones de cambio de coordenadas son:

X1 0 2 1 Y1 T 1 0 1 21

o |l =11 0 O Y2 | ; o | = —1 0 1 z9 | ;

I3 1 0 1 Y3 I3 0 -1 1 z3

Mg pr Mg
0 equivalentemente:
—1 —1

Y1 0 2 1 I 21 1 0 1 T
Y2 = 1 0 0 i) ; Z9 = -1 0 1 To ;
Y3 1 01 T3 23 0 -1 1 T3

(a) Nos pieden escribir las coordenadas del vector (1,3,2) € IR® en todas las bases anteriores. En primer
lugar es claro que en la base candnica sus coordenadas son (1, 3,2).. Ahora para calcular las coordenadas
en las otras bases tan s6lo hay que aplicar la férmula de cambio de base:

-1

hn 0 2 1 1 3
w|=[100 3= 1];
Ys 101 2 —1
2 10 1\ /1 -1
23 0 -1 1 2 2
(b) Ahora escribimos la ecuacién de la siguiente forma:
Y1
Yi+2p—y3 =0 (1 2 —1)[w =0
Y3

Utilizando la férmula de cambio de base sustituimos (yi,y2,y3) por su expresiéon en funcién de
(21,2, x3), obtenemos la ecuacién cartesiana en la base candénica:
02 1\ ' [/
(1 2 -1)|11 0 O r2 | =0; <= z1+ 3z2 — 223 =0;
1 0 1 I3

Ahora sustituimos (x1,x2,x3) por su expresién en funcién de (z1,22,23) y obtenemos la ecuacién
cartesiana en la base B":

-1

0 2 1 1 0 1 21
(1 2 -1)|11 0 O -1 0 1 29 | =0; <= —221+2204+223=0; < 21 —20—23=0
1 0 1 0 -1 1 23



Las paramétricas pueden ser calculadas directamente a partir de las cartesianas. Sin embargo lo haremos
de otra forma.

Primero calculamos las paramétricas en la base {u'} a partir de la ecuacién cartesiana. Para ello
escogemos dos vectores independientes que cumplan la ecuacién y por tanto que generan el subespacio:

Y= A
Y1 +2y2 —y3 = 0; <= (y1,92,¥3) = M(1,0, 1), + p(0,1,2), <=  v2 = 0
ys= A +2u

Ahora para escribir las paramétricas en otras bases, basta hacer el cambio de base sobre los vectores
que generan el subespacio:

0 2 1 1 1 0 2 1 0 4
1 00 0l=11]; 1 00 1]=10
1 0 1 1 2 1 01 2 2
Las paramétricas en la base candnica quedan:
r1= A +4p

(z1,22,23) = AM(1,1,2)e + 1(4,0,2)e <= < 2= A

Hacemos lo mismo para la base B’

—1 —1

1 0 1 1 0 1 0 1 4 2
10 1 1] =-1]; 1 0 1 ol=1{o
0O -1 1 2 1 0 -1 1 2 2
Las paramétricas en la base B” quedan:
21 = + 2u
(21, 22,23) = N0,—1,1), + 1(2,0,2), <  z2= =X\
23 = A +2u

En el espacio vectorial R? se consideran los subespacios vectoriales:

U =r{(1,0,1),(2,0,1),(0,0,1)}, vV =r,{(1,1,0),(1,2,3)}

Hallar las ecuaciones implicitas de U y V' respecto de la base candnica.

En ambos casos nos dan un subespacios a través de sus generadores. Los pasos para hallar las impicitas
son:

- Traducir los datos a la base candnica (lo cual es inmediato, ya que en la candnica componentes y
coordenadas coinciden).

- Eliminar los posibles vectores dependientes.
- Escribir las paramétricas.
- Pasar de paramétricas a implicitas.

Para el subespacio U comenzamos eliminando los posibles vectores dependientes escalonando la matriz
de coordenadas:



Por tanto U = £{(1,0,1),(0,0,1)}. Las paramétricas son:
r=a, y=0, z=a+0b
El nimero de ecuaciones implicitas es dz’m(]R3) —n? de pardmetros= 3 —2 = 1. Eliminando pardmetros
se obtiene la ecuacién:
y=0.
Hacemos lo propio para el subespacio V:
1 10 R 1 10
1 2 3 01 3
Por tanto U = £{(1,1,0), (0,1, 3)}. Las paramétricas son:
r=a, y=a+b z=23b
El niimero de ecuaciones implicitas es dim(]R3) —n? de parametros= 3—2 = 1. Eliminando pardmetros:
a=ux, y=x+b, z=3Db

b=y —u=z, z=3(y — x).
Se obtiene la eucacién implicita:
3z —3y+2z=0.
(ii) Probar razonadamente que los vectores de B = {(0,0,1),(1,2,1),(1,3,1)} forman una base de R®.

Como dim(IR*) = 3, tres vectores forman base si y sélo son independientes, es decir, si la matriz de
coordenadas tiene rango maximo o equivalentemente determinante no nulo:

00 1
1 2 1 :’} ;‘:3—2:17&0.
1 3 1

(iii) Calcular las ecuaciones implicitas y paramétricas de U NV respecto de la base B.

Las ecuaciones implicitas de U NV en la base candnica se obtienen uniendo las de uno y otro subespacio
calculadas en el apartado (i):
y =0, 3x —3y+2=0.

Son independientes por no ser proporcionales.

Para hacer el cambio de base a la base B las escribimos matricialmente:

x T
(001 0)[y =0, (3 =3 1)[vy =0
) c *)c
Usamos la férmula de cambio de base:
T z’ 0 1 1
(] =Mep | ¥ ) Mcp=10 2 3
z)a z B 1 1 1
Las implicitas en la base B quedan:
' x
(001 0)Mep | v =0, (3 =3 1)Mcegp | ¢ =0
2 z
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(i)

Operando y simplificando obtenemos las implicitas en la base B:

2y’ + 32 =0, ' =2y — 52 =0.

Para las paramétricas resolvemos el sistema en funcién de dim(IR*) — n° de ecuaciones=3 — 2 = 1
parametros:

x =5z +2y =22

Tomando 2’ = 2a, quedan:

sSon U y V' suplementarios?.

Para que sean suplementarios ha de cumplirse (entre otras cosas) que dim(U) + dim(V) = dim(IR?).
Pero dado que en (i) vimos que ambos subespacios estdn generados por dos vectores independientes:

dim(U) + dim(V) =2+ 2 = 4 # 3 = dim(IR?).

Por tanto NO son suplementarios.

Dar las ecuaciones paramétricas respecto de la base candnica de un subespacio vectorial suplementario
aV.

Dado que V tiene dimensién 2 un subespacio suplementario estard generado por dim(IR?’) —2 =1 vector
independiente de los generadores de V. Como V = £{(1,1,0), (0,1, 3)} basta tomar W = £{(0,0,1)}
ya que:

1 10
dim(U+W)=rango[ 0 1 3] =3
0 0 1

Por tanto el subespacio pedido tendria por paramétricas:

z=0, y=0, z=a.

Sea P2 (IR) el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual que 2. Consideramos los siguientes
subconjuntos:

U={p(z) € P2(R)p(1) =0}, V =L{z+La’+1}, W ={p(x)eP(R)p(1)"=p(1)}

Estudiar si U y W son subespacios vectoriales de Pa(IR).

U SI es subespacio vectorial:

- Contiene al vector cero, es decir, al polinomio cero constante pg(z) = 0, porque po(1) = 0.

- Dados p(z),q(z) € U y a,b € R? veamos que ap(z) + bg(x) € U. Como p(z),q(z) € U se tiene que
p(1) =¢(1) = 0 y por tanto:

ap(1)+bg(1)=a-04+b-0=0 = ap(z)+bg(zx) €U.

W NO es subespacio vectorial. No cumple la propiedad: si p(z) € W entonces k - p(z) € W. Por
ejemplo si p(x) = 1 entonces p(z) € W porque p(1)2 = 12 = 1 = p(1), pero 2p(x) € W porque
(2p(1))* =22 =4 #2=2p(1).

Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de U NV en la base candnica.



(i)

2

La base canénica de Po(IR) es C' = {1, z, 2%} de manera que si p(x) = ag + a1z + agz? sus coordenadas

en la base candnica son (ag, a1, az2)c.

Entonces si p(z) = ag + a12 + a22? = (ag, a1,a2)c € U significa que:
p(1) =0 < ap+ar-1+a3-1>=0 <= ag+ar+az =0.

Por tanto:
U = {(ao, a1,a2)c|ag + a1 + a2 = 0}

es decir ag + a1 + a2 = 0 es la ecuacién implicita de U en la base candnica.

Por otra parte V = L{z+ 1,22+ 1} = £{(1,1,0)¢, (1,0,1)c}. Los dos generadores son independietntes
porque no son proporcionales. Las paramétricas son:

G/():O[—f—/B, a; = @, GQZB
Y eliminando parametros las implicitas:
apg — a1 —ag = 0.

Las implicitas de U NV se obtienen uniendo las de ambos subespacios (son independientes por no ser
proporcionales):

ag+ay +azy =0
ao—al—agzO

Para hallar las paramétricas resolvemos el sistema en funcién de 3 — 2 = 1 pardmetros. Sumando las
eucuaciones queda ag = 0 y después en la primera as = —a;. Por tanto las paramétricas quedan:

ag = 07 a1 = )\, a9 = =\

Demostrar que B = {1, (z — 1), (x — 1)?} es una base de Po(RR).

Dado que dim(P2(IR)) = 3 y B estd formado por tres vectores, para que sean base basta ver que son
independientes; equivalentemente qu eel rango de la matriz que forman sus coordenadas es 3:

1= (17030)C
r—1=(-1,1,0)¢
(x—1)2=1-22+2>=(1,-2,1)¢

Entonces:
1

0 0
rango| —1 1 0 | =3 (ya estd escalonada).
1 -2 1

Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de V' en la base B.

La ecuacién implicita de V' en la base canénica era ag —a; —ags = 0, que matricialmente puede escribirse
como:
ag
(1 -1 =1){ a =0. (%)

as c

Usamos la relacion entre las coordenadas en distintas bases:

ag bo 1 -1 1
aq =Mcp | b donde Mcp =10 1 -2
as bo 0o 0 1

C B
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(iii)

Sustituyendo en (*):

(1 -1 —I)MCB by =0 <= by —2b; +3by =0.

b2 ) 5
obteniendo la ecuacién implicita en la base B. Para las paramétricas resolvemos en funcién de dos
parametros. Queda by = 2b; — 3bs de donde:

b0:—20l—3ﬁ7 bl = Q, bzzﬂ

¢Es posible descomponer cualquier vector de Pa(IR) como suma de uno de U y otro de W 2;Es dnica
esa descomposicion?.

No, no es posible. Si p(z) = q(z) + r(z) con g(x) € U y r(x) € w entonces ¢q(1) = 0y r(1)? = r(1),
pero entonces p(1) = ¢(1) + r(1) = r(1) tiene que cumplir p(1)? = p(1). Cualquier polinomio que NO
cumpla esa condicién no podrd descomponerse; por ejemplo p(z) = 2.

En el espacio vectorial May2(IR) consideramos los subconjuntos S = {A € Mayo(IR)|A = At} (matrices
simétricas) y H = {A € Mayo(IR)|A* = —A} (matrices hemisimétricas).

Probar que H es un subespacio vectorial de May2(IR).

Para ver que es subespacio hay que comprobar:

0 0
0 0

- Que dados A,B € H y a,b € IR se cumple que aA +bB € H. Perosi A, B € H entonces A = —Ay
B! = —B. Por tanto:

- Que contiene al vector cero: efecitvamente ) = ( > € H porque Qf = —Q.

(aA+bB)"! = aA' + bB' = —aA — bB = —(aA + bB)

y por tanto aA + bB € H.

) 10 1 1 1 1 1 1
Demostrar que elconyuntoB-{(O O)’(O 0>7<1 0>,<1 1>}esunabasedeM2X2(IR).

Para que B sea una base tiene que cumplir dos condiciones:

- Tener tantos vectores como la dimensién del espacio. Pero dim(Max2(IR)) = 4 y B tiene cuatro
vectores. Por tanto se cumple.

- Los vectores de B deben de ser linalmente independientes. Equivalentemente la matriz que forman
sus coordenadas en la base candnica debe de ser de rango 4.

Recordemos que la base canénica de Mayo(IR) es

{9686 )

1 0\ _ 1 1Y\ _ 1 1) _ 1 1) _
(0 0) :(1707030)33 (O O) :(1717030)B7 (1 O) —(1717170)37 (1 1) —(1717171)3

y

rango

— ==
)
— O O
_— o O O

Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de H en la base B.



Una matriz A = <:,sz 3:) pertenece a H si A' = —A es decir, si:

x z\_ [z y _ _ _
(y t>_ (z t><:>x T,y z, t t

Por tanto las implicitas de H en la base canénica son:

z =0, y+2z=0, t=0.

1 0 00
(son independientes porque el rango de la matriz de coeficientes es 3: rango | 0 1 1 0 | =3)
0 0 0 1
Las pasamos a la base B. Para ello las escribimos matricialmente como:
x T T
vyl _ vl _ vyl _
(lOOO)Z—O,(Ollo)Z—0,(0001)Z—0
t t t

Y tenemos en cuenta la formula de cambio de base que relaciona las coorenadas en la base B y en la
base C":

T z’ 1 1 1 1
y | Yy’ [0 1 1 1
| = Mes | L) Mes=1¢ 5 1
t t 0 0 0 1

Susituimos en las ecuaciones anteriores obtenemos las implicicitas en la base B:

I/

/

(1 0 0 0) =0 (100 0O)Mep|Y, | =0 2/+y+7+¢=0

=0« (0 1 1 O)Meg|?, | =0 = y+2/+2¢/ =0

(00 0 1) =0+« (0 0 0 DMep|¥, |=0= ¢=0

—~
o
—_
—
o
S—
SN 8 N ] e s

Para las paramétricas resolvemos el sistema que forman las ecuaciones anteriores en funcién de
dim(Ms«2(IR)) — nlimero de ecuaciones =4 — 3 = 1.

Obtenemos:

Sabiendo que S es también subespacio, probar que S y H son subespacios suplementarios.

Son suplementarios si dim(S + H) = dim(Max2(R)) vy dim(S N H) = 0. Equivalentemente si
dim(S) + dim(H) = dim(Max2(R)) y dim(SNH) =0 6 dim(S + H) = dim(Max2(IR)).

Hemos visto que dim(H) = 1 porque las paramétricas dependen de un pardmetro y de hecho
H=,{(0,1,-1,0)¢}.



Por otra parte una matriz A = <z Zt/) pertenece a S si A = A es decir, si:
xr z\_[(x y L
y t)  \z t =Y

r=a, y=b 2z=b t=c
y por tanto S = £{(1,0,0,0)¢,(0,1,1,0)¢, (0,0,0,1)c} y dim(S) = 3.
Entonces dim(S) + dim(H) =3+ 1 =4 = dim(Max2(IR)) y la primera condicién se cumple.

De ahi las paramétricas serian:

Ademas:
10 00
. . 01 1 0
dim(S + H) = dim(£{(1,0,0,0)c. (0,1,1,0)c, (0,0,0,1)c, (0,1, =L,0)c}) =rg [ o o o | |=
s H 01 -1 0
10 00 10 00
oo o) o1 o),
=00 1 -1 0l o0 —2 0]~
00 01 00 01

y por tanto se cumple la segunda condicion.
. ., 1
Calcular la matriz que es proyeccion de (1 ?) sobre H paralelamente a S.

La matriz dada tiene coordenadas (1,3,1,1)¢ en la base candénica. La pasamos a la base que combina
una de S y otra de H:

B'={(1,0,0,0)c,(0,1,1,0)¢, (0,0,0,1)c, (0,1, ~1,0)c}

S H

Para ello usamos la férmula de cambio de base:

1 1 1 0 0 0 1 1
3 .o [3) [0 1 10 3 (2
Mpo| | =Mep |1 |=10 0 0 1 1] |1
1 1 01 -1 0 1 1

de donde:
(1,3,1,1)¢ =1-(1,0,0,0)¢ +2-(0,1,1,0)¢,+1 - (0,0,0,1)c +1-(0,1,—1,0)¢

S H

y asi la proyeccion sobre H es:
1-(0,1,~1,0)c = (0,1,~1,0)¢ = (_(1) é) .

Nota: También podria usarse que hemos visto en teoria que toda matriz se descompone de la forma:
A+ A A-— A
“ T2 T3
—_—— ~——
€S €H

A

Por tanto la proyeccion sobre H de A = (1 i’) serfa:

(1)-(1 i)tL@(O )

2 2
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(a)

15.—
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(i)

Sea V' un espacio vectorial real y Uy, Us, Us subespacios vectoriales. Razonar la falsedad o veracidad de
las siguintes afirmaciones probando aquellas que sean ciertas y descartando con un contraejemplo las
falsas.

(U1 +Us)N (U1 +Us)Cc U + (U2 N U3).

Es FALSA. Como contraejemplo basta tomar V = IR?, U; = £{(1,0)}, Uy = £{(1,1)} y U3 = £{(0,1)}.
Entonces:
UsNUs={(0,0)}, Ui+ (UxnNUs) =10,

pero,

Uy +Us=R? U +Us=R? (U +U)N (U +Us)=R*NIR>=1R? ¢ U;.

U, + (Ug N U3) C (U1 + UQ) n (U1 + Ug)

Es CIERTO:
ﬂ€U1+(U2ﬂU3) = U=+

con
i € Uy, € Uy NU;3.

Pero como U; NU3 C Uy y U NUs C Us también se cumple que:
Uu=1t1+ve€U +Us y =1, +ve€U +U;s

y por tanto:
€ (U +Us) N (Uy + Us).

En el espacio vectorial Po(IR) de polinomios de grado menor o igual que 2 se consideran los subconjuntos:

U ={p(z) € P(R)|p'(1) = p(0)}, V =L{1+2"}

Probar que U es un subespacio vectorial de P2(IR).

Para ver que U es subespacio vectorial basta comprobar dos cosas:

1- Contiene al vector cero, es decir, al polinomio constante cero.

2- Dados p(x),q(x) € U y a,b € IR hay que demostrar que ap(z) + bg(x) € U.

1. Si consideramos el polinomio nulo py(z) = 0 vemos que pj(x) = 0 y entonces p;(1) = 0 = po(0) y asi
po(z) € U.

2. Que p(z),q(z) € U significa que p'(1) = p(0) y ¢’(1) = ¢(0). Para ver que ap(x) + bg(x) € U hay
que comprobar si (ap + bg) (1) = (ap + bq)(0). Pero:

(ap +bqg)' (1) = ap’ (1) 4 bq' (1) = ap(0) + bg(0) = (ap + bq)(0).

Sea V' un espacio vectorial que tiene un sistema generador formado por 2018 wvectores. Razona la
veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.

V' tiene un sistema de 2018 wvectores linealmente independientes.

FALSO. Por ejemplo IR? tiene un sistema generador formado por 2018 vectores:
v = (1,0), Vg = (0,2), V3 = (0,3) ..y V2018 = (0,2018)

Pero el maximo numero de vectores independientes es 2, porque dim(IRz) =2.



(i)

(iii)

(iv)

dim (V) > 2018.
FALSO. Basta considerar el ejemplo del apartado (i), V = IR2.
dim(V') < 2018.

VERDADERO. La dimensién de un espacio vectorial es el menor ntimero de vectores que se necesitan
para generarlo; por tanto si tenemos 2018 generadores, dim(V) < 2018.

Cualquier subconjunto de V formado por 2019 wvectores es un sistema de wvectores linealmente
dependientes.

VERDADERO. Segin vimos en (iii) dim(V') < 2018. Un espacio vectorial como méximo puede tener
tantos vectores independientes como su dimensién; como 2019 > 2018 > dim(V'), no puede haber 2019
vectores independientes.



ALGEBRA Solucion a los problemas adicionales
Espacios vectoriales (Curso 2025-2026)

I.— En el espacio vectorial Moo (IR) consideramos los subespacios vectoriales:

o=e{(3 ) (1)(0)

V = {A € Moyo(R)|A = — A1),

(i) Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de U y U + V respecto de la base candnica.

Escribimos las coordenadas de los vectores que generan U en la base canénica de las matrices 2 x 2:
= 10 0 1 0 0 0 0
- 0 0)°\0 0/)’\1 0/)’\0 1

Ty _
(Z t)_($7yaz>t)c

U={(1,0,0,1)c,(2,1,1,1)c, (1,1,1,0)c'}

Recordemos que:

Entonces:

Eliminamos los vectores dependientes:

1 0 01 1 00 1 1 00 1
2111}—1011 -1]—1(0 1 1 -1
1 110 01 1 -1 0 0 O 0

Por tanto:
U= {(1707()’ 1)07 (07 17 1a _1)0} )

donde ahora los generadores son independientes. Las ecuaciones vectoriales son:
(#,y,2,t) = a(1,0,0,1) + b(0,1,1, —1),

y por tanto las paramétricas (separando coordenadas):

El nimero de ecuaciones implicitas es dim(Max2(IR))-nimero de pardmetros=2. Las obtenemos
eliminando parametros:
y—2=0, z—y—t=0.

Para calcular U 4 V necesitamos los generadores de V. Tenemos que:

V—{A€M2X2(3)|A—At}—{<: ?>€M2X2(1R)|m—0, t=0, y+z—0}.

Por tanto las ecuaciones impicitas de V' en la base candnica son:
r=0, y+2z=0, t=0.

El nimero de pardametro es dim(Maxo(IR)-nimero de ecuaciones=1. Resolviendo el sistema las
paramétricas son:



Deducimos que V = £{(0,1,-1,0)}.

Ahora, U + V estd generado por los generadores de cada uno de los subesapcios que sumamos:

U+V=,{(1,001)¢,(0,1,1,-1)¢,(0,1,-1,0)c}

U 14

Eliminamos los posibles vectores dependientes:

10 0 1\, (10 0 1
01 1 —1]™501 1 41
01 -1 0 00 -2 1

De donde:
U+V=,{(1,001)(0,1,1,-1)¢,(0,0,-2,1)c}

Las ecuaciones paramétricas son:
r=a, y=»b 2z=b-—2c t=a—-b+c
El nidmero de implicitas es dim(Max2(IR))-ntimero de pardmetros=1. Eliminando pardmetros queda:

20 —y—2—2t=0.

iSon U y V subespacios suplementarios?.

No, porque la dimensién de U + V' que es tres, no coincide con la dimensién del espacio total Moy (IR)
que es cuatro.

Probar que los vectores:

s={(39)-C 0)(13)(3 1)}

son una base de Maoxo(IR).

Dado que B tiene tantos vectores como dim(Max2(IR)) = 4, para ver que forman base sélo es necesario
comprobar que son independientes. Para ello comprobamos que la matriz de coordenadas de sus vectores
respecto de la base canodnica tiene rango cuatro:

S O N
O NN = O
N = OO
_ o oo

Ya estd escalonada y no tiene filas nulas, luego su rango es cuatro.
Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de U en la base B.

Cambiamos de base las ecuaciones implicitas. En la base candnica eran:
y—z=0, z—y—1t=0.

Matricialmente:

(0 1 -1 0) =0, (1 -1 0 -1)

+ e 8
+ e 8
I
o



Utilizamos la férmula de cambio de base:

x x
/
Z :MCB y/ )
t/ & t B
1 2 00
01 2 0 . .
donde M¢ep = 00 1 2 . Sustituyendo en las ecuaciones de U queda:
00 01
x! !
/ /
(0 1 —1 0)Mcp Z/ =0, (1 -1 0 -1)Meg|? | =0
t/ t/

Operando, las implicitas de U en la base B quedan:
y+2—2t0=0, 2’ +9y -2t =0.
Pasamos a paramétricas resolviendo el sistema en funcién de dos parametros:

¥ =3a-b, y=-a+2b, Z=a, t =0

I1.— Sea V un espacio vectorial cualquiera. Dados tres subespacios vectoriales A, B,C estudiar la falsedad
o veracidad de las siguientes afirmaciones:

OA+BNC#(ANC)+(BNQC).

FALSO. Por ejemplo si A = B = C' se da la igualdad.
OA+BNCc(AnC)+(BNO).

FALSO. Por ejemplo para V = IR?, A = £(1,0), B=£(0,1) y C = £(1,1), no se cumple.
OA+B)NCD>(ANC)+(BN(O).

VERDADERO. Si u € (ANC) + (BNC) entonces u puede escribirse como:

u=a+b, conaec ANCybeBNC.

Entonces

u=a+be C yaquea,beCyC essubespacio vectorial.

u=a+beEA+Byaqueac Aybe B.
Deducimos que u € (A+ B)NC.
OA+B)NC=(AnC)+(BNC).
FALSO. Por ejemplo para V =1R? A = £(1,0), B = £(0,1) y C = £(1,1), no se cumple.



II1.— Sea el espacio vectorial sobre R, V = {f : R — R|f continua }. Consideramos el subespacio:

W = L{sin*(z/2), cos(z), cos(g —x),2}

(i) Probar que los vectores de B = {sin(x),cos(z),1} son un sistema libre.

Por definicién para que sea un sistema libre tenemos que comprobar que:
asin(z) + beos(x) + ¢ =10 = a=b=c=0.

Damos valores a x:

z=0 = b+c=0
x=m/2 = ate=0
T=m = —b+c=0

De estas tres ecuaciones deducimos a = b = ¢ = 0 y vemos que efectivamente los vectores indicados son
indpendientes.

(ii) Probar que B es una base de W.

Como ya hemos visto que son indpendientes resta ver que es un sistema generador, es decir, que todo
vector de W puede escribirse como combinacién lineal de vectores de B:

1 —cos(xz) 1 1
sin’(x/2) = # = in(zx) — 3¢ os(x) + 5 1
cos(z) =0-sin(z)+1-cos(x)+0-1
cos(n/2 —x) =sin(z) =1 sin(z)+0-cos(x)+0-1
2=0-sin(x)+0-cos(z)+2-1

(iii) Fijado a € R, probar que sin(x +a) € W.

Como B es una base de W, basta ver que sin(z+a) puede ponerse como combinacién lineal de vectores
de B:

sin(z + a) = sin(x)cos(a) + cos(x)sin(a) = cos(a) - sin(x) + sin(a) - cos(x) +0 - 1.

(iv) FEscribir las coordenadas de sin(x + a) respecto de la base B.

Por lo visto en el apartado anterior las coordenadas serfan:

(cos(a), sin(a),0).

IV.— Sea M, xn(IR) el espacio vectorial de las matrices cuadradas de elementos reales y dimension n.

(a) Demostrar que si A € My x,(IR) es una matriz fija, el conjunto
S ={B € Muxn(RR) : AB = Q}

es un subespacio vectorial de M, x,(IR).
En primer lugar S es no vacio porque claramente 2 € S.

Sean B,C' € Sy A\, u € IR. Hay que comprobar que AB + uC € S, es decir, que A(AB+uC) =Q € S.
Pero:
A(AB + uC) = AMAB + pAC = Q

ya que como B,C € S entonces AB = AC = ().



(b) Sin=2y A es de la forma

a 1
65 1
donde «, B son numeros reales, calcular en funcion de o, B la dimension y una base de S y las

ecuaciones implicitas de un subespacio suplementario de S.

Sea B una matriz cuyas coordenadas en la base canénica son (z!, 22 23, 2*), es decir:

12
Tz
s-(5 )
La condicién para que B pertenezca a S es que AB = €, es decir:
0=az! +2°
0= az? +z*
0= Ba' + 23
0= pBa? +at

Es un sistema homogéneo. Si la matriz del sistema tiene determinante no nulo, entonces la tnica
solucién es la trivial. La matriz es:

a 0 1 0
0 a 0 1
s 0 1 0
0 8 01

Su determinante es (o — 3)2. Por tanto:

- Si a # 8 entonces la tinica solucién del sistema es la trivial (z! = 22 = 23 = 2% = 0). El subespacio
S es 0 y el suplementario todo el espacio de matrices Maya(IR).

- Si a = B, la matriz del sistema tiene rango 2 (las dos ultimas filas son iguales a las dos primeras).
Por tanto el sistema tiene solucién dependiendo de 4 — 2 = 2 pardmetos y entonces dim(S) = 2. En
particular obtenemos:

3 = —ax!

zt = —ax?
luego una base de S estd formada por los vectores cuyas coordenadas contravariantes en la base candénica
son (1,0,—a,0) y (0,1,0, —«).

Para calcular un espacio suplementario completamos la base a de S a una base de Myx2(IR). Basta
tomar los vectores cuyas coordenadas en la base candnica son (0,0, 1,0) y (0,0,0,1). Ya que es es claro
que los cuatro vectores:

;0)

(1,
(o 1 0,—a)
(0,0,1,0)
(0,0,0,1)

son una base de Mayx2(IR). El espacio suplementario estd generado por tanto por los vectores (0,0, 1,0)
y (0,0,0,1). Sus ecuaciones paramétricas son:

y las cartesianas:



V.-

En el espacio vectorial real de las matrices simétricas 3 X 3 con elementos reales, Sz, decidir cudles de
los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales, y para los que lo sean hallar una base, asi como
unas ecuaciones (paramétricas e implicitas) en la base candnica y en la base

1 00 110 011 0 01 0 0 0 0 0 0
B = oo0¢o0}),{r00}),{r 0O0}).10 1 0}J).{0 1 1,10 0 1
0 0 0 0 0 0 1 00 1 00 010 0 1 1

Matrices requlares.

Veamos si son un subespacio vectorial. Sean A, B regulares y simétricas. Nos preguntamos si entonces
AA 4 B son regulares para cualquier A,y € IR. En general no es cierto. Por ejemplo las matrices
A =13y B = —I3, son regulares y simétricas. Sin embargo A + B = () no es regular.

Matrices con traza nula. Veamos si son un subespacio vectorial. Sean A, B de traza nula y simétricas.
Nos preguntamos si entonces AA + uB tiene traza nula para cualquier A, 4 € IR. Pero es claro que:

tr(AA 4+ uB) = A(tr(A)) + u(tr(B))

y como tr(A) = tr(B) = 0 vemos que tr(AA + uB) = 0.

Recordemos que la base candnica de las matrices simétricas es:

1 00 010 0 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0
B = 0 00 1 00 0 0 0 010 0 01 0 0 0
0 0 0 0 0 0 100 0 0 0 0 1 0 0 01

En esta base la condicion de tener la traza nula se escribe mediante la ecuacién implicita:
4zt +2°=0
y por tanto mediante las ecuaciones paramétricas:

at = Ag; 2% = Ag; 23 = Ag;
2t =g z° = Xs; 28 = =X\ — A4

En la base B’ la condicién se escribe mediante la ecuacién implicita:
y' Yy ryt =0
y por tanto mediante las ecuaciones paramétricas:
yt =i y? = Ao Y’ = As;

Yt = Ai; y° = Xs; Yo= A=A — A= As

Matrices cuyas dos primeras filas son iguales.

Veamos si son un subespacio vectorial. Sean A, B simétricas cada una ellas con las dos primeras filas
iguales. Nos preguntamos si entonces AA + uB tiene las dos primeras filas iguales para cualquier
A, i € IR. Pero esto es cierto sin mas que tener en cuenta que las dos primeras filas de AA + uB son la
suma de A por las dos primeras filas de A mds p por las dos primeras filas de B.

Las matrices simétricas con 2 filas iguales son de la forma:

b
b
c

QR
>

Por tanto en la base candnica las ecuaciones paramétricas son:

ot = \i; z? = Ay 23 = \y;
374:)\1; 1‘5:)\2; :L‘GZ)\g



VI.—

y las implicitas
rt—2?=0

b=zt =0
22 —2>=0

Para ver como serfan las ecuaciones en la base B’, vemos como son las ecuaciones de cambio de
coordenadas de B’ a B:

ot =y' 7 a? =y’ + v v =y’ +y
ot =yt 4y 25 =y 4 o5 26 = b
De aqui deducimos que las ecuaciones implicitas en la base B’ son:
yl _ y3 =0
vyt -yt =" =0
vyt =y —y° =0
y las paramétricas en las base B’:

yh =i y? = v =i
yt = As; y° = A1+ A2 — As; Y% =X+ 2X3

En el espacio vectorial real V' de las funciones continuas de [0,1] en R, se consideran los dos conjuntos

stguientes:
1
U1—{f€V : / f(x) dx—()}
0
Us={f€eV : [ es constante}

Comprobar que Uy y Uy son subespacios vectoriales de V.
En primer lugar U; y Us son no vaciios porque ambos contienen a la funciéon constante 0.

Primero lo comprobamos para U;. Sean f,g € Uy y A, u € IR. Tenemos que verificar que A\f + pg € Us.
Tenemos en cuenta que como f, g € Uy, entonces fol flz) de = fol g(z) dz = 0. Ahora:

| s+ no)@) da=0= [ 0@+ po@) da =0 [ @) datu [ o) do =0

0

y por tanto Af + ug € Uy.

Lo comprobamos para Us. Sean f,g € U; y A, u € IR. Simplemente hay que tener en cuenta que como
f(z) = ay g(x) = b para cualquier z € [0,1], entonces (Af + ug)(x) = Aa + pb para cualquier x € [0, 1],
y por tanto (Af + pg) es constante y esta en Us.

Analizar si Uy y Uy son subespacios suplementarios de V.

Son suplementarios si su interseccién es el subespacio 0 y si generan todo el espacio V', es decir, si
cualquier funcién de V es suma de una de U; mas otra de Us.

Supongamos que f estd en Uy NUs. Por estar en Us es constante, es decir, f(z) =a, Vz € [0,1]. Por
estar en Uy, su integral entre 0 y 1 es cero. Entonces:

0/01f(£L') dx/olad;va

Deducimos que f es la funcién constante cero y asi Uy N Uy = {0}.



VII.—

Sea ahora una funcién continua f cualquiera. Veamos como podemos descomponerla en una funcién de

Uy més otra de Us, es decir, f = f1 + fo. Como fo ha de ser una funciéon constante, podemos escribir
[ 1

f(z) = fi(z) + a. Ademds queremos que [; fi(z) dz = 0. Pero entonces:

1
0

O:/Olfl(:r)dx:/(f(m)—a)dx:/olf(m)dx—a = a:/olf(x)dx

Por tanto si tomamos como f; la funcién constante fol f(z) y como f; = f — fo, tenemos la
funcién f descompuesta como suma de funciones de U; y Us. Queda probado que estos espacios
son suplementarios.

Hallar, si existe, la proyeccion de h(x) =1+ 2x sobre Uy paralelamente a Us.

Como hemos visto que los subespacios son suplementarios podemos hallar la proyeccién sobre U
paralelamente a Us de cualquier funcién continua f € V. Ademés en el apartado anterior hemos
visto como se calcula la funcién f; € U a partir de la funcién f. En este caso:

hl(ac):h(x)—hg(gc):h(:v)—/o h(z) dw:h(ac)—/o (1+2z)de=14+2x—-2=2z—-1

(Examen final, setiembre 2002)

En R? y para cada a € R, consideramos los subespacios vectoriales:

U= ~L{(a,1,0),(0,a,1),(1,0,-1)}, V =L{(a,0,-1),(a—1,0,2a)}.

Hallar la dimension de U,V,U +V y U NV en funcion de los valores de a.

Comenzamos estudiando la dimension de U. Equivalententemente el rango de la matriz formada por las
coordenadas de los vectores que lo generan. Dado que el rango se conserva por operaciones elementales,
simplificaremos esa matriz mediante equivalencia por filas:

a 1 0 1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1
0 a 1] —|a 1 0)]—10 1 al—(0 1 a
1 0 -1 0 a 1 0 a 1 0 0 1—a?

Vemos que las dos primeras filas siempre son linealmente independientes. Ademads la tercera se anula
si y s6lo si 1 —a? = 0. Por tanto:

- Si a = £1 entonces dim(U) = 2.
- Si a # £1 entonces dim(U) = 3.

Hacemos lo mismo para V:
a 0 -1 N a 0 -1
a—1 0 2a a—1+2a%> 0 0
Vemos que el rango es como minimo 1 en cualquier caso, y no vale 2 si a — 1 + 2a° = 0:

20°4+a-1=0 < a=

—14+1+8
% — a=-16a=1/2

Por tanto:
-Sia=-16a=1/2 entonces dim(V) = 1.
- Sia#1/2,—1 entonces dim(V) = 2.



Para la unién tenemos en cuenta que:
3 = dim(R®) > dim(U + V) > dim(U).

Por tanto en los casos en los que dim(U) = 3 autométicamente deducimos que dim(U + V) = 3. Nos
interesa fijarnos por tanto en los valores a = 1 y a = —1. Para estudiar la dimensién del espacio suma
hallamos el rango formado por las coordenadas de los vectores que forman base de cada una de los
subespacios. Para a = 1:

11 0 1 1 0 1 10
0 1 1 . 0 1 . 01 1
1 0 -1 0 -1 -1 0 0 0
0 0 2 0 0 2 0 0 2
Vemos que el rango es 3.
Para a = —1:
-1 1 0 -1 1 0 -1 1 0
0 -1 1] — 0 -1 1] — 0 -1 1
-1 0 -1 0 -1 -1 0 0 -2

Vemos que el rango es también 3.

Por tanto siempre se cumple dim(U + V) = 3. Finalmente para hallar la dimensién de la interseccién
utilizamos que:
dim(UNV) =dim(U) + dim(V) — dim(U + V)

de manera que obtenemos:

a dim(U) dim(V) dim(U+V) dim({UNV)
—1 2 1 3 0
1/2 3 1 3 1
1 2 2 3 1
otro caso 3 2 3 2

¢ Para qué valores de a los subespacios U y V' son suplementarios?.

Los espacios son suplementarios si la suma es todo R® y la interseccién {5}, equivalentemente si
dim(U +V) =3y dim(UNV) =0. Pero eso ocurre para a = —1.

Para los valores de a para los cuales sea posible, calcular la matriz asociada respecto de la base candnica
de la aplicacion proyeccion sobre U paralelamente a V.

La proyeccién tiene sentido cuando los espacios son suplementarios; en nuestro caso para a = —1.
Formaremos una base con los vectores que generan U y V en la cual la matriz de la proyeccion es
sencilla:

B ={(-1,1,0),(0,—1,1),(1,0,1)}.
——
cU %

En esta base la matriz de la proyeccién es:

1
Ps=1[0
0

o = O
S O O

Finalmente la pasamos a la base candnica:
-1
Po = McpPpMpc = McpPpMgp,
siendo

1 0 1
Mcp = 1 -1 0
0 11



Operando queda:
1/2 —-1/2 —-1/2
Pc = 0 1 0
-1/2 -1/2 1/2

(d) Para a =0, ses posible descomponer el vector (1,1,1) como suma de un vector de U y otro de V2. Si
existe, ses Uunica esta descomposicion?.
Hemos visto que para a = 0,

-dim(U+V)=3,yportanto U+ V = R? y cualquier vector puede expresarse como suma de uno de
U yotrode V.

- dim(UNV) = 2, luego los subespacios no son suplementarios y la descomposicién no es tnica.

De manera explicita, para a = 0:
U = £{(0,1,0),(0,0,1),(1,0,—-1)}, V =L£{(0,0,—1),(—1,0,0)}.

y por ejemplo:
(1,1,1) =(0,1,1)+(1,0,0) = (1,1,-1) +(0,0,2) .
—_—— —— = Y=

eU ev cU ev

VIIL.— En Myy»(R) vy fijado k € IR se consideran los siquientes subespacios vectoriales:

v=e{(o 1) (1) )} =26 2)-6 )

(i) Calcular en funcién de k, dim(U),dim(V),dim(UNV) y dim(U + V).

La dimensién de cada espacio es el rango de la matriz formada por las coordendas de los vectores que
lo generan. Trabajaremos respecto a la base candnica de matrices 2 x 2.

1 1 0 k 1 1 0 2
dim(U)=rango| k 0 k 1| =rango| k 0 k 1| =
1 1 0 2 1 1 0 k
11 0 2 {3ak¢a2
=rango| 0 —k k 1-2k | =
0 0 0 k-2 281k =0,2

dim(V') =rango k=102 — rango ( } ko1 0 2 =
—rango\ 0 0 2) "M%\ 0 —k(k—1) 0 2-2k) "
2sik #1
B 1sik=1

La suma estd generada por los generadores de ambos subespacios:

1 1 0 2 1 1 0 2
1 k-1 0 2 0 k—2 0 0
dim(U+V) =rango | 0 —k k 1—-2k | =rango| 0 —k kE 1-2k
0 —k(k—1) 0 2-2k 0 —k(k—1) 0 2-2k
0 0 0 k-2 0 0 0 k-2

Si k # 0,2 vemos que dim(U + V) = 4.



(i)

IX.—

Sik=0:

1 1 0 2

0 -2 0 0
dim(U+V)=rango| 0 0 0 1|=3

0 0 0 2

0 0 0 -2

Sik=2:

1 1 0 2

0 0 0 0
dim(U+V)=rango| 0 -2 2 -3 | =3

0 -2 0 -2

0 0 0 0

Finalmente para la interseccion tenemos en cuenta que:
dim(UNV) =dim(U) + dim(V) — dim(U + V).
Resumimos los resultados en el siguiente cuadro:

dim(U) dim(V) dim(U+V) dim(UNV)

k=0 2 2 3 1
k=1 3 1 4 0
k=2 2 2 3 1
k#0,1,2 3 2 4 1

Para k = 2 hallar las ecuaciones implicitas y paramétricas de U + V' con respecto a la base candnica.

Para k = 2 y tabajando respecto de la base candnica tenemos que:
U+V=1rL{(11,0,2),(0,-2,2,-3),(0,—2,0,—2)}.
Por tanto las ecuaciones paramétricas son:
r=a, y=a—2b—2c, z=2b t=2a—3b—2c
El nimero de implicitas es 4 —dim(U+V) = 4—3 = 1. Obtenemos tal ecuacién eliminando pardmetros:

204+ 2y—2—2t=0.

Consideremos los subespacios U y W de IR® tales que U estd generado por los wvectores
(1,0,1),(0,1,1),(1,1,2) y la ecuacion implicita de W es x —y + 2z = 0. Se pide:

Bases de U, W, U+W yUNW.

Del sistema generador dado para el subespacio U, obtenemos un sistema generador linealmente
independiente:

1 0 1 1 0 1 1 0 1

01 1}]—410 1 1}—1]10 11

1 1 2 0 1 1 0 0 O
Por tanto una base de U es:

{(1,0,1),(0,1,1)}.

Por otra parte W es un subespacio de IR® definido por una ecuacién. Tiene dimensién 3 — 1 = 2. Una
base estara formada por dos vectores independientes verificando su ecuacion:

{(1,1,0),(0,2,1)}



El espacio U +V estd generado por la base de U unida a la de W. Buscamos un sistema de generadores
independiente:

1 01 1 0 1 10 1 1 0 1
0 1 1 . 0 1 1 . 0 1 1 . 0 1 1
1 10 01 -1 00 -2 0 0 -2
0 2 1 0 2 1 0 0 -1 0 0 0

Vemos que generan un espacio de dimensién 3. Por tanto U +V = IR? y como base podemos tomar la
base canédnica.

Finalmente para calcular U NV, hallamos la ecuacién implicita de U a parir de las paramétricas:

r=a
y=> = z=z+4vy.
z=a-+b
Por tanto las ecuacionesn implicitas de la interseccién son:
r+y—z=0
r—y+22=0

Para escribir una base escogemos un vector verificando ambas ecuaciones:
{(1,-3,-2)}.
Ecuaciones implicitas de U N W.
Las hemos hallado en el apartado anterior:
z+y—2=0
r—y+22=0
Base de un subespacio H suplementario de U N W.

Teniendo en cuenta que U N W tiene dimensién 1 y es un subespacio de IR?, un suplementario serd un
subespacio de dimensién 2 cuya suma con esta interseccién sea el total IR®. Por tanto, como base basta
escoger dos vectores independientes con el vector (1, —3,—2) que genera U N W. Por ejemplo:

H = £{(1,0,0),(0,1,0)},

ya que la matriz:

1 0 0
0 1 0
1 -3 -2

tiene rango maximo 3.
Proyeccidn del vector (2,3,5) sobre el subespacio U NW paralelamente a H.
Consideramos una base de IR? formada por vectores de H y U N W:

B ={(1,0,0),(0,1,0),(1,-3,—-2)}.

Expresemos el vector (2,3,5) en esta base. Si llamamos C' a la base canénica de R? se tiene:
1

2 2 1 0 1\ /2 9/2
Mpc | 3 =Mcp-1 | 3 =0 1 -3 3 =1 -9/2
5/ ¢ 5/ ¢ 0 0 -2 5/ ¢ =5/2 ) 4
Es decir:
(2,3,5) = 2(1,0,0) — 2(0,1,0) —2(1, ~3,~2)
b ) - 2 ) ) 2 ) ) 2 Y ) N
€H ceunw
La proyeccion sobre U N W paralelamente a H sera:
5 5 15
—5(1,—37 -2) = (—5, ?,5).



X.— En el espacio vectorial IR®, dados dos valores reales a,b € R se definen los subespacios:

U=r,{1,a,1),(b1,a)}, V =L{(0,1,1),(a—1,1,b)}.

(a) Calcular en funcion de a y b la dimension de UNV.

Utilizaremos que:
dim(UNV) =dim(U) + dim(V) — dim(U + V).

Estudiamos la dimensién de U:

1a1%1a 1
b 1 a 0 1—ab a—0b)/"

Vemos que el rango es 2 excepto si se cumple simultdneamente que:

1—ab=0, a=b.

Resolviendo el sistema obtenemos a =b =16 a = b = —1. Por tanto:
Pardmetros dim(U)
a=b=1 1
a=b=-1 1
otro caso 2

Estudiamos la de V:
0 1 1 . 0 1 1
a—1 1 b a—1 0 b—1)/"
Vemos que el rango es 2 excepto si se cumple simultaneamente que:

a—1=0, b—1=0.

Resolviendo el sistema obtenemos a = b = 1. Por tanto:

Parametros dim(V')
a=b=1 1
otro caso 2

Vayamos con la suma de ambos subespacios:

1 a 1 1 0 1—-a 1 0 1-a
b 1 a . b 0 a-—1 L]0 0 a—1—-5b(1—-a)
0 1 1 0 1 1 0 1 1

a—1 1 b a—1 0 b-1 0 0 b—1—-(a—1)(1—a)

El rango es 3 excpeto si se cumple simultaneamente que:
a—1-b(1—-a)=0, b—1—(a—1)(1—a)=0.

Resolviendo el sistema obtenemos:

Pardmetros dim(U 4+ V)
a=b=1 2
a=1++v2, b=-1 2

otro caso 3



Aplicando la férmula para la dimensién de la interseccién tenemos:

Pardmetros dim(U) + dim(V) — dim(U+V) = dim(UnNV)
a=b=1 1 1 2 0
a=b=-1 1 2 3 0
a=1++v2, b=-1 2 2 2 0
otro caso 2 2 3 1

Calcular los valores de a y b para los cuales los subespacios son suplementarios.

Son suplementarios si dim(U NV) =0y dim(U + V) = dim(IR*) = 3. Vimos que eso se cumple para
a=b=-1

Para a =b =0 calcular las ecuaciones cartesianas y paramétricas de U NV.
Vimos que en ese caso la dimensién de la interseccién es 1.

Tenemos:
U= £{(1,0,1),(0,1,0)}.

Sus paramétricas son
y la implicita:

Por otra parte:
V =r,{(0,1,1),(-1,1,0)}.

Sus paramétricas son
r=-b y=a+b z=a.

y la implicita:
y=2z—1.

Concluimos que las implicitas de la interseccién son:
rT=z, Y=z-—1

0 equivalentemente:

Las paramétricas seran:



