ALGEBRA Algunas soluciones a la Practica 5
Espacios vectoriales: Capitulos 1y 2 (Curso 2022-2023)

2.— En el espacio vectorial Mayo(IR) se consideran los conjuntos de matrices:

p={(3 0) (0 06 000 9))

U={A € My2(R)|traza(A) = 0}

el D)

(i) Probar que B es una base de Maxo(IR).

Las base canénica del espacio de matrices Maox2(IR) es:

S GHECHEHA)

Dado que dim(Msxo2(IR) = 4 y B tiene cuatro vectores, para ver que son base basta ver que son
independientes; equivalentemente que la matriz de coordenadas de sus vectores repecto de la base
candnica tiene rango 4:

1100 100 0 100 0 100 0
001 1| 001 1) m 1 10 0 Hauen) 0100)|
9l 000l 1100l oo 1| o011t
00 0 1 000 1 000 1 000 1

(ii) Calcular las ecuaciones paramétrica e implicitas de V' respecto de la base B.

Las coordenadas de los vectores que generan B respecto de la base canénica son:
V=r{(1,1,1,1)¢,(1,0,0,1)c}

Vemos que son independientes escalonando la matriz de coordenadas:
1 1 1 1\ Hy (1 0 0 1\Ha-1/1 0 0 1
<1001>_2><1111)_><0110>

V= ,C{(L0,0, l)Cv (07 1,1, O)C}

Es decir:

Sus ecuaciones paramétricas en la base canénica son:

y eliminando pardametros las implicitas:

r—t=0, y—2z=0



Las pasamos a la base B. Para ello las escribimos como:

x x
B y| _ N y| _
(IOOl)Z =0, (0 1 1O)Z 0
t/ ¢ t/ ¢
y usamos la férmula de cambio de variable:
x x!
/
t/ o t B
donde
1010
1 0 0 0
Mes=10 1 0 0
01 01
Quedan:
x x’
/
(1 0 0—1) ‘Z =0 < (1 0 0—1)Mcp g,) —0 = o'~y +2 —t'=0
t/ o t/ B
x x!
/
(0 1 -1 0) Z“Z/ =0« (0 1 —1—1)Mcp Z, =0 = 2/ —y =0
t/ & t B

Por tanto las ecuaciones implicitas de V respecto de la base B son:
-y +2 -t =0 22—y =0.

Para hallar las paramétricas resolvemos el sistema; de la segunda ecuacién z’ = 3’ y sustiyuendo en la
primera 2’ = t/. Las paramétricas son:

(iii) Calcular las ecuaciones implicitas de U NV respecto de la base B.

Primero hallamos ecuaciones implicitas de U en la base canénica. Tenemos que si A = (a; ZZ
entonces sus coordenadas en la base candnica son (z,y, z,t). Ademds si A € U, entonces traza(A) =0
es decir: x +t = 0.
Pasamos como en el apartado anterior esa ecuacion a la base B:
T x
z4+t=0 < (1 0 0 1) Z =0« (1 0 0 1)Mcp Z; =0 <= & +y +2 4+t =0.
t/ ¢ '/ g

Ahora las ecuaciones implicitas de U NV en la base B se obtiene uniendo las de U y V' y eleminando
las dependientes:

-y +2 =0 2—y =0, 4y +2+t=0.

Analizamos la matriz de coeficientes para eliminar posibles relaciones de dependencia:

T B O I & S G 1 -1 1 -1
1 -1 0 o ™2EVEY e o 1 1| E2lo 2 0 2
1 11 1 0 2 0 2 0 0 -1 1

Vemos que son independientes.



4.—

(i)

(iii)

En el espacio vectorial P3(IR) de polinomios de grado menor o igual que 3 se consideran los subconjuntos:
U={p(x) e Ps(R)|p(1) =1},  V ={p(z) € Ps(R)|p(1) =0, p'(1) = 0}

Demostrar que el conjunto B = {1, (x — 1), (x — 1), (x — 1)®} es una base de P3(IR).

Sabemos que dim(P5(IR)) = 4. Como B tiene tantos vectores como la dimensién del espacio, serd base
si éstos son linealmente independientes. Equivalentemente si la matriz de coordenadas respecto a la
base canénica C = {1, x, 22, 23} tiene rango 4.

Pero:
1= (17 07 Oa O)C

r—1=(-1,1,0,0)¢c
(x—1)2=2?-2r+1=(1,-2,1,0)¢
(-1 =232 +32r—-1=(-1,3,-3,1)¢

La matriz de coordenadas es:

1 0 0 0
-1 1 0 0
1 -2 10
-1 3 =3 1

Es triangular inferior. Su determinante es el producto de los términos de la diagonal, es decir 1. Por
tanto no nulo y su rango es 4.

Hallar las ecuaciones implicitas de V' en la base B.
Método 1
Primero hallamos las ecuaciones implicitas en la base canénica C = {1, z, 22, 23}.
Si p(x) = ag + ar1r + asx? + azx® entonces sus coordenadas en la base canénica son (ag, a1, asz,az)c. Si
p(z) € V, entonces p(1) = p’(1) = 0. Donde:
p'(x) = a1 + 2asx + 3azz>.

Por tanto las ecuaciones implicitas de V' en la base canénica son:

p(1) =0 = a1 +ar+az+az=0
P’ (1) = a1 +2a+3a3=0

Para hacer el cambio de base si llamamos (bg, b1, b, b3) 5 a las coordenadas en la base B tenemos que:

ap bo 1 -1 1 -1
ar | by |0 1 -2 3
a | = Men{y, | Mes=1y o 1 3] (+)
ag b3 0o 0 o0 1
Escribimos las ecuaciones matricialmente:
ag agp
ay | _ ar | _
(1 1.1 1) @ =0, (01 2 3) a =0
as as
Aplicando las férmulas (%) de cambio de base:
bo bO
bl bl
(1 1 1 1)Mesp =0, (0 1 2 3)Mcep =0
b2 b2

b3 b3



(i)

Operando quedan:

Método II: Si llamamos (bg, b1, ba, b3) 5 a las coordenadas en la base B tenemos que cualqueir polinomio
p(z) puede escribirse como:

p(x) = bo + by (z — 1) + ba(z — 1)* + bz(2z — 1)3

p'(x) = by + 2ba(z — 1) + 3bz(x — 1)?
Ahora p(x) € V si cumple p(1) =0y p'(1) = 0. Pero:

p(1)=0 = bo+b(1—-1)+by(1-1)2+b3(1-1)>=0 <= by=0
p'(1) = b +20(1—1)+3b3(1-1)*=0 < b =0

En el espacio vectorial Po(IR) de polinomios de grado menor o igual que 2 con coeficientes reales. Se

consideran los conjuntos:
U = {p(z) € P2(R)[p(1) = 0}
V = {p(x) € Po(R)[p(1) - p(0) = 0}
W=CL{1+2%1-2z}

Decidir razonadamente cudles de los subconjuntos anteriores son subespacios vectoriales de P2(IR).
Veamos que U es subespacio vectorial:

- Contiene al vector cero (que en nuestro caso es el polinomio constante nulo, po(z) = 0) ya que
po(1) = 0.

- Dados p(z),q(z) € Uy a,b € R
p(x),q(x) € U significa que p(1) =
ap(x) + bg(x) € U.

Pero que

enemos que comprobar que ap(x) + U.
= 0 y por tanto

t q(x) €
q(1) = 0. Entonces ap(1) + bg(1) =

b
040
Veamos que V' NO es subespacio vectorial. Si tomamos p(z) =z y ¢(z) =z — 1 se tiene que

p(1)-p(0)=1-0=0,  ¢(1)-q(0)=(1-1)(0-1)=0

y por tanto p(x),q(x) € V. Sin embargo p(z) + ¢(x) = 22 — 1 NO estd en V, ya que:
(p(1) +¢(1)) - (p(0) +¢(0)) =1 (~1) = =1 £ 0.

Por ultimo W es un subespacio vectorial por definicién porque es la envolvente lineal de un subespacio.
Hallar las ecuaciones implicitas de U y W respecto de la base candnica.

La base caénica de P2(IR) es C = {1,z,2?}. Dado p(z) = ag + a1x + azx? sus coordenadas en la base
candnica son (ag, ai, asz).

Ahora p(z) € U si y sélo si p(1) = 0 es decir si ag + a1 - 1 + ay - 12 = 0, por tanto:
U= {(ao,a1,(l2)c S Pz(]R)|a0 +a1+ax = 0}

y asi la ecuacion implicita de U en la base canénica es ag + a1 + az = 0.

Por otra parte:
W=L{1+2*1-2}=L{(1,0,1)c,(1,-1,0)c}

Vemos que ambos generadores son independientes escalonando la matriz que forman sus coordenadas:

101y (1 0 1) (101
1 —1 0 0 -1 -1 01 1



Por tanto W = £{(1,0,1)¢, (0,1,1)¢}. Sus ecuaciones paramétricas son:
a0:A7 ay = W, a‘2:A+/~}“
Eliminando pardametros obtenemos su ecuacién implicita: ag + a1 — as = 0.

(iii) Hallar las ecuaciones implicitas y paramétricas de U N W respecto de la base candnica.

Las implicitas de la interseccién son la unién de implicitas de cada una de los subespacios:

a0+a1+a220
ag+a —as =0

Vemos que son ecuaciones indpendientes escalonado su matriz de coeficientes:

111\ (11 1)y /111y (110
11 -1 00 -2 00 1 00 1

Por tanto las implicitas de U N W son:
ag + a1 = 0
ag = 0

Para las paramétricas resolvemos el sistema en funcién de dim(P2(IR)) — 2 = 1 pardmetro:
ap = —aq, g = 0

Las paramétricas resultan:
ag = —)\, a; = )\, as = 0.

(v) Hallar las ecuaciones implicitas de U N W respecto de la base B.

Llamamos (bg, by, b2) a las coordenadas en la base B y tenemos en cuenta la férmula de cambio de base:

ag bo 1 1 1
a1 = Mcp | b , Mep=10 1 1
a C b2 B 0 0 1

Reescribimos matricialmente las ecuaciones implicitas de U N W en la base candnica:

Qo
ag+a, =0 < ( 1 1 0) aj =0
a9 c
ag
as =0 <— (0 0 1) aq =0
a9 c
y ahora aplicamos la férmula de cambio de base:
ao bO
(1 1 0) a1 :0<:>(1 1 O)MCB b1 =0 < byg+2b1 +2b3 =0
a9 c b2 B
ag bO
(0 0 1) aq :0<:>(0 0 1)MC'B by =0 < by=0
a9 c b2 B

Las ecuaciones pedidas son:
bo + 2by + 2b5 = 0, by = 0.



6.— En el espacio vectorial real R® consideramos las siguientes bases:
- la base candnica C = {e1,é2,e3} = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
- la base B’ = {uy, uz2,u3} = {(0,1,1),(2,0,0),(1,0,1)}.
- la base B" = {vy, 02,03} = {(1,—1,0),(0,0,—-1),(1,1,1)}.
(a) Si(1,3,2) es un vector de R® calcular sus coordenadas en cada una de las bases anteriores.

(b) Denotamos por (y1,y2,ys) las coordenadas de un vector en la base B'. Consideramos el subespacio
vectorial dado por la ecuacon:
y1+2y2 —y3 =0
Calcular las ecuaciones paramétricas y cartesianas de este subespacio con respecto a cada una de las
bases dadas.

Denotamos por (z1, Z2,x3), (y1,y2,¥3), (21, 22, 23) las coordenadas en las respectivas bases C, B’ y B”.
Las ecuaciones de cambio de coordenadas son:

X1 0 2 1 Y1 T 1 0 1 21

o |l =11 0 O Y2 | ; o | = —1 0 1 z9 | ;

I3 1 0 1 Y3 I3 0 -1 1 z3

Mg pr Mg
0 equivalentemente:
—1 —1

Y1 0 2 1 I 21 1 0 1 T
Y2 = 1 0 0 i) ; Z9 = -1 0 1 To ;
Y3 1 01 T3 23 0 -1 1 T3

(a) Nos pieden escribir las coordenadas del vector (1,3,2) € IR® en todas las bases anteriores. En primer
lugar es claro que en la base candnica sus coordenadas son (1, 3,2).. Ahora para calcular las coordenadas
en las otras bases tan s6lo hay que aplicar la férmula de cambio de base:

-1

hn 0 2 1 1 3
w|=[100 3= 1];
Ys 101 2 —1
2 10 1\ /1 -1
23 0 -1 1 2 2
(b) Ahora escribimos la ecuacién de la siguiente forma:
Y1
Yi+2p—y3 =0 (1 2 —1)[y [=0
Y3

Utilizando la férmula de cambio de base sustituimos (yi,y2,y3) por su expresién en funcién de
(21, 22, x3), obtenemos la ecuacién cartesiana en la base candénica:
02 1\ ' [
(1 2 =-1)|11 0 O T2 | =0; <= z1+ 3z2 — 223 =0;
1 0 1 I3

Ahora sustituimos (x1,x2,x3) por su expresién en funcién de (z1,22,23) y obtenemos la ecuacién
cartesiana en la base B":

-1

0 2 1 1 0 1 21
(1 2 -1)|11 0 0 -1 0 1 29 | =0; <= —221+220+223=0; < 21 —20—23=0
1 0 1 0 -1 1 23



Las paramétricas pueden ser calculadas directamente a partir de las cartesianas. Sin embargo lo haremos
de otra forma.

Primero calculamos las paramétricas en la base {u'} a partir de la ecuacién cartesiana. Para ello
escogemos dos vectores independientes que cumplan la ecuacién y por tanto que generan el subespacio:

y1= A
y1+2y2 —y3 =0; <= (y1,¥2,93) = AM(1,0,1) +1(0,1,2), <= § 42 = 7
ys= A +2u

Ahora para escribir las paramétricas en otras bases, basta hacer el cambio de base sobre los vectores
que generan el subespacio:

0 2 1 1 1 0 2 1 0 4
1 00 0l=11]; 1 00 1]=10
1 01 1 2 1 0 1 2 2
Las paramétricas en la base candénica quedan:
Ty = A+

(2131,%2,:]’33) = )\(1,1,2)6+M(4,0,2)e < To = A
3= 2)\ +2u

Hacemos lo mismo para la base B”:

—1 —1

1 01 1 0 1 01 4 2
-1 0 1 1l=1{-1]; -1 0 1 o]l=1(o
0 -1 1 2 1 0 -1 1 2 2

Las paramétricas en la base B” quedan:

7= + 2up
(21,22,23) = A(0,—1,1), + (2,0,2), <= ¢ 22 = —A
23 = A +2u

En el espacio vectorial IR® se considera el conjunto de vectores:

B =1{(1,1,1),(0,0,1),(1,0,1)}

Demostrar que B es una base de IR®.
Para ver que B es base notamos dos cosas:
1) B tiene tantos vectores como dim(IR®) = 3.

2) Los vectores de B son linealmente independientes. Equivalentemente la matriz que forman sus
coordenadas tiene rango maximo:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
rgl0 0 1 ]=rg(1 O 1|=rg|0 —1 0] =3.
1 0 1 0 0 1 0 0 1

St +y + 2 =0 es la ecuacién implicita en la base B de un subespacio U, hallar sus ecuaciones
paramétricas en la base candnica.



Comenzamos calculando las paramétricas en la base B. Para ello resolvemos el sistema formado por
las ecuaciones implicitas, en este caso una sola, en funcién de dim(IRd)f n° de ecuaciones =3 —1=2
parametros:

=y -2 = ¥ =—-a-b y =a, 2 =0

Deducimos que U = £{(-1,1,0)5,(—1,0,1)5}. Cambiamos los generadores de base:

-1 10 1\ /-1 -1

Meg| 1] =[1 0 0 1] =[-1
0/, \1 11 0/, 0/,
-1 10 1\ /-1 0

Meg| 0] =[1 0 0 o] ={-1
1), \1 11 1), 0/,

Por tanto U = L{(—1,—1,0)¢, (0,—1,0)¢} v las paramétricas en la base canénica quedan:

r=—-a, y=-a—p 2=0.

(iil) Six4+y+2z =0 es la ecuacidon implicita en la base candnica de otro subespacio V', hallar las ecuaciones
paramétricas de U NV en la base B.

Pasamos la ecuaciéon de V' de la base candnica a la base B:

x x
r4+y+2z=0<= (1 1 1)y =0< (1 1 1)Mep |V =0 <
z) o 2 )y
1 01 x’
— (11 1100y ] =0
1 11 2!

Simplificando queda:
32+ +22 =0.

Ahora las impicitas de la interseccién U NV son la unién de las implicitas de cada una de ellas:

24y +2=0
32’ +y +22 =0

Son independientes porque no son proporcionales. Para hallar las paramétricas resolvemos el sistema
en funcién de dim(IR*)— n°® de ecuaciones = 3 — 2 = 1 parametros. Restando:

20+ =0 = 2 =-22

y de la primera ecuacién:

Las paramétricas quedan:



8.— En el espacio vectorial de matrices Mayx2(IR) se consideran los subconjuntos:
1 0 2 0 0 0
U :/;{(0 o) , (3 O) , (1 0)} V = {A € Mays(IR)|traza(A) = 0, A= A'}.

(i) Probar que V' es un subespacio vectorial de Maxo(IR).
Tenemos que probar que:
(a)-Qin V.
(b)-Si A,BeV y A\ pu€R entonces \MA+ uB € V.
Pero:
(a) - Se tiene que traza(2) =0y Qf = Q. Por tanto Q € V.
(b) - Si A, B € V entonces traza(A) = traza(B) =0y A= A', B = B'. Entonces:

traza(AA + pB) = traza(AA) + traza(uB) = Mraza(A) + ptraza(B) =040 = 0.

(A +uB)' = AA)" + (uB)" = NA' + uB' = MA + uB.
Por tanto AMA + uB € V.

9.— En el espacio vectorial R? se consideran los subespacios vectoriales:

U= E{(l’ov 1)v (2707 1)7 (Oa 0, 1)}7 V= ‘C{(la 170)7 (1a 2, 3)}

(i) Hallar las ecuaciones implicitas de U y V respecto de la base candnica.

En ambos casos nos dan un subespacios a través de sus generadores. Los pasos para hallar las impicitas
son:

- Traducir los datos a la base candnica (lo cual es inmediato, ya que en la canénica componentes y
coordenadas coinciden).

- Eliminar los posibles vectores dependientes.
- Escribir las paramétricas.
- Pasar de paramétricas a implicitas.

Para el subespacio U comenzamos eliminando los posibles vectores dependientes escalonando la matriz
de coordenadas:

1 01 1 0 1 1 0 1 1 01
201]—({0O0 -1)]—f(0O0 -1]—{(0 01
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0

Por tanto U = £{(1,0,1), (0,0,1)}. Las paramétricas son:

r=a, y=0, z=a+0b
El ntimero de ecuaciones implicitas es dim(IR?’) —n? de pardmetros= 3—2 = 1. Eliminando pardmetros
se obtiene la ecuacién:

y=0.

Hacemos lo propio para el subespacio V:

110y (110
12 3 01 3



Por tanto U = £{(1,1,0), (0,1, 3)}. Las paramétricas son:
r=a, y=a+b, z=3b
El nimero de ecuaciones implicitas es dim(]RS) —n° de pardmetros= 3—2 = 1. Eliminando pardametros:
a=uz, y=x+b, z=3b
b=y —ux, z=3(y — x).
Se obtiene la eucacién implicita:
3z —3y+2=0.
(ii) Probar razonadamente que los vectores de B = {(0,0,1),(1,2,1),(1,3,1)} forman una base de R®.

Como dim(IR*) = 3, tres vectores forman base si y sélo son independientes, es decir, si la matriz de
coordenadas tiene rango maximo o equivalentemente determinante no nulo:

0 01
1 21 ’} g‘?:?l;éO.
1 3 1

(iii) Calcular las ecuaciones implicitas y paramétricas de U NV respecto de la base B.

Las ecuaciones implicitas de U NV en la base candnica se obtienen uniendo las de uno y otro subespacio
calculadas en el apartado (i):
y =0, 3r—3y+2=0.

Son independientes por no ser proporcionales.

Para hacer el cambio de base a la base B las escribimos matricialmente:

T T
(001 0)[uw =0, (3 =3 1)y =0
“)c *)c
Usamos la féormula de cambio de base:
T x’ 01 1
Yy = MCB y/ 5 MCB = 0 2 3
z/) o 2 B 1 1 1
Las implicitas en la base B quedan:
' x
(0 1 O)MCB y’ :O, (3 -3 1)MCB y’ =0
2 2
B B

Operando y simplificando obtenemos las implicitas en la base B:

2y’ + 32 =0, x —2y —52 =0.
Para las paramétricas resolvemos el sistema en funcién de dim(IR*) — n° de ecuaciones=3 — 2 = 1
parametros:

Yy =—— x =5z 42y =27,

Tomando 2’ = 2a, quedan:

(iv) ¢Son U yV suplementarios?.

Para que sean suplementarios ha de cumplirse (entre otras cosas) que dim(U) + dim(V) = dim(IR?).
Pero dado que en (i) vimos que ambos subespacios estdn generados por dos vectores independientes:

dim(U) + dim(V) = 2+ 2 = 4 # 3 = dim(IR?).

Por tanto NO son suplementarios.



11.— En el espacio vectorial de polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que 4, P4(IR) se
consideran los subconjuntos:

U = {p(z) € Ps(R)[p(—-1) +p'(0) = 0}
V = {p(z) € P+(R)[p"(0) = 0}

(i) Probar que son subespacios vectoriales.

Para cada uno de ellos tenemos que probar que:

p(x), q(x) € conjunto, M\ pe€R = Ap(z) + pg(x) € conjunto.

Para el primero:
px),q(z) €U = p(=1)+p'(0) =q(-1)+¢'(0) =0
Para ver que (Ap + pgq)(z) € U tenemos que verificar que (Ap + pq)(—1) + (Ap + pq)’(0) = 0; pero:

(Ap + 1q)(=1) + (Ap + 1q)'(0) = Ap(=1) + pu(=1) + Ap'(0) + pg'(0) = 0.

Para el segundo:
p(z),q(z) €V = p"(0)=4¢"(0)=0
Para ver que (Ap + pq)(z) € U tenemos que verificar que (Ap + ug)”(0) = 0; pero:

(Ap + 119)" (0) = Ap”(0) + pg” (0) = 0.

12.— En R? consideramos los subespacios vectoriales:

U=r,{(,0b1,1),(1,0,1,1),(1,1,1,1)}
Vv = £{(0,0,1,1),(0,a,1,1),(0,0,0,1)}

(a) Calcular la dimension de UNV en funcidn de a y b.
Utilizaremos la férmula de las dimensiones:
dim(UNV) =dim(U+V) — dim(U) — dim(V).
La dimensién de U + V es el niimero de vectores indpendientes en:
U= r{(,b,1,1),(1,0,1,1),(1,1,1,1),(0,0,1,1),(0,a,1,1),(0,0,0,1) }

Equivalentemente el rango de la matriz:

O OO = = o
o OO o
O~ B = =
= = e e

Haciendo operaciones elementales obtenemos:

b b 1 1 1 1 11 1 1 11
1 0 11 1 0 1 1 0 -1 0 0
1 1 11 - 0 011 - 0 01 1
0 0 11 0 0 01 0 0 0 1
0 a1 1 b b 1 1 b b 1 1
0 0 0 1 0 a1 1 0 a 1 1



Y vemos que las cuatro primeras filas y columnas forman un menor con determinante no nulo.

tanto dim(U + V) = 4.

La dimensién de U es el rango de la matriz:

b b 1 1 1111 1 1 1 1
101 1|—=(1 01 1]—=10 -1 0 0
1111 b b 1 1 0 0 1-b 1-b
Vemos que:
-Sib#1, dim(U) =3.
-Sib=1,dim({U) = 2.
La dimensién de V es el rango de la matriz:
0 01 1 0 0 01 0 0 01
0O e 1 1|]—-(10O011}]—=10010
0 0 01 0 a 1 1 0 a 00

Vemos que:

-Sia#0, dim(V)=3.

-Sia=0,dim(V)=2.

Finalmente con estos datos y por la férmula de las dimensiones:
-Sia#0,b#1entonces dim(UNV)=3+3—4=2.
-Sia#0,b=1entonces dim(UNV)=2+3—-4=1.
-Sia=0,b#1entonces dim(UNV)=3+2—-4=1.
-Sia=0,b=1entonces dim(UNV)=2+2—-4=0.

Para a=1 y b=0 escribir las ecuactones implicitas de U NV respecto de la base candnica.

Por

Sabemos que U y V tienen ambos dimensién 3 para esos valores de a y b. Ademds dim(UNV) = 2,

luego sus ecuaciones implicitas serdn 4 — 2 = 2 ecuaciones independientes.

Calculemos las implicitas de U. Partimos de la base conocida:
U = £{(0,0,1,1),(1,0,1,1),(1,1,1,1)}.

Las paramétricas son:

r=p0+y
y=2
z=a+f+y
t=a+p+7y

Eliminando parametros obtenemos la ecuacién cartesiana:

z—1t=0.

Ahora las implicitas de V.
U = £{(0,0,1,1),(0,1,1,1),(0,0,0,1)}.

Las paramétricas son:

=0
y=2p,
z=a+p

t=a+pf+y
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Eliminando parametros obtenemos la ecuacién cartesiana:

z=0.

Las ecuaciones de U NV son en definitiva:

r=0
z—1t=0

En el espacio vectorial Maxo2(IR) se consideran los conjuntos:

U ={A € Moys(R)|rango(A) < 2}, V= {A € Mayo(IR)
w=e{(o 1) 1)1 o))

Decidir razonadamente cudles de los subconjuntos anteriores son subespacios vectoriales de Maxo(IR).

waza (4 (1 1)) =0}

Recordemos que en Mayo(IR) las condiciones necesarias y suficientes para que un subconjunto 7' sea
subespacio son:

- Que la matriz cero €2 pertenezca a T.
-SiA,BeTyp,q€ IR entonces pA+gB € T.

Entonces:

U no es subespacio, ya que A = ((1) 8) y B = <8 (1)) pertencen a U porque:
rango(A) = rango(B) =1 < 2

Sin embargo rango(A+B) = rango(Id) = 2y por tanto 1- A+1-B ¢ U: no se cumple la caracterizacién
de subespacio.

W es subespacio porque estd definido como la envolvente lineal de unos vectores.
Veamos finalmente que V es subespacio.

- Comprobamos que la matriz nula €2 estd en V. Basta tener en cuenta que:
01
traza | Q- L 0))= traza(Q) =0+0=0.

-Sean A,B €V y p,q € R veamos que pA+gB € V.

Como A, B € V sabemos que:

0 1 0 1
traza<A~<1 0)>—traza(B-<1 0))—0.
Ahora:

traza<(pA+qB)~<(1) é))—traza(pA-((l) (1)>+qB.((1) é))—
:p_ma<A.(g é>)+q.mw(3.(g é)):

=p-04+¢-0=0.



(i)

(iii)

y por tanto pA+gB € V.
Hallar las ecuaciones implicitas y paramétricas de V' respecto de la base candnica.

Recordemos que la base canénica de Max2(IR) es:
- 10 0 1 0 0 0 0
o 0 o/’\0 0/)’\1 0/)’\0 1 '
A(j ?) — A= (z,y,2,t)c.
Vemos que condicién cumplen las coordenadas de A para pertenecer a V:

rasa (a- (] §)) =0 = wasa (2 V) (0 4)) -0 =

Y
t

de forma que:

<:>traza< Z):0<:>y+,z=0.

Por tanto la ecuacién implicita de V' respecto de la base canoénica es:
y+2z=0.

Para las paramétricas resolvemos el sistema anterior (formado en este caso por una tnica ecuacion) en
funcién de:
dim(Mazx2(IR)) — n° de ecuaciones = 4 — 1 = 3 pardmetros

Queda z = —y, de donde las paramétricas son:

T =a, y =0, z=-b, t=c

Hallar las ecuaciones implicitas y paramétricas de V N'W respecto de la base candnica.

Para hallar la interseccion utilizamos las implicitas de ambos subespacios. Tenemos que:

W:E{G) ?)(1 2)((1) 8)}:c{(1,o,o,1)0,(1,0,1,1)07(0,0,1,0)0}.

Estudiamos si los generadores son independientes escalonando la matriz que forman sus coordenadas:

1001H(1)1001H(1)1001

101 1] ™"{o010] 2"{0010

0 010 0 010 0 0 0O
Por tanto W = £{(1,0,0,1)¢, (0,0,1,0)c. Sus ecuaciones paramétricas son:

r=a, y=0, z=0b, t=a.
Y eliminando parametros obtenemos las implicitas:

r—1t=0, y=0.

Las implicitas de VN W se obtienen uniendo las de ambos subespacios

y+2=0, z—t=0, y=0
—_—

14 w

Comprobamos que son ecuaciones independientes:

011 0 L0 0 —1\ /10 0 -
100 =1 ™o 11 o]™5Y[o1 1 o0
010 0 010 0 00 -1 0

Lo son efectivamente; resolvemos el sistema y obtenemos las paramétricas:

r=a, y=0 z=0, t=a.
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(a)

15.—

Sea V' un espacio vectorial real y Uy, Us, Us subespacios vectoriales. Razonar la falsedad o veracidad de
las siguintes afirmaciones probando aquellas que sean ciertas y descartando con un contraejemplo las
falsas.

(U1 +Us)N (U1 +Us)Cc U + (U2 N U3).

Es FALSA. Como contraejemplo basta tomar V = IR?, U; = £{(1,0)}, Uy = £{(1,1)} y Us = £{(0,1)}.
Entonces:
UsNUs={(0,0)}, Ui+ (UxNUs)="0Un,

pero,

Ui+ Us=R?* U +Us=1R?>* (U +U)N (U +Us)=R*NIR?=R?¢ U,.

Ui + (UQ N Ug) C (U1 + UQ) n (U1 + U3)

Es CIERTO:
HEUl—F(UQQUg) = U=1u +U

con
ﬁleUl, v € Uy NU;3.

Pero como U, NU3 C Us y Uy NU3 C Us también se cumple que:
y por tanto:

En el espacio vectorial Po(IR) de polinomios de grado menor o igual que 2 se consideran los subconjuntos:

U= {p(z) € R(R)|p'(1) =p(0)}, V =L{l+2"}

Probar que U es un subespacio vectorial de P2(IR).

Para ver que U es subespacio vectorial basta comprobar dos cosas:

1- Contiene al vector cero, es decir, al polinomio constante cero.

2- Dados p(z),q(z) € U y a,b € R hay que demostrar que ap(x) + bg(z) € U.

1. Si consideramos el polinomio nulo py(z) = 0 vemos que pj(x) = 0 y entonces p((1) = 0 = po(0) y asi
po(z) € U.

2. Que p(z),q(x) € U significa que p'(1) = p(0) y ¢’(1) = ¢(0). Para ver que ap(z) + bg(z) € U hay
que comprobar si (ap + bqg)' (1) = (ap + bq)(0). Pero

(ap +bqg)' (1) = ap’ (1) 4 bq' (1) = ap(0) + bq(0) = (ap + bq)(0).

Demostrar que U y V' son suplementarios.

Hay varias caracterizaciones equivalentes de subespacios suplementarios. Usaremos la siguente. Son
suplementarios si y sélo si cumplen:

1) dim(U) + dim(V) = dim(P2(IR)) = 3.
2) dim(U + V) = dim(P2(IR)) = 3.

Para la primera parte calculamos las dimensiones de ambos subespacios. V esta generado por un sélo
vector y por tanto directamente dim(V) = 1. En cuanto a U traducimos la condicién que lo define a
una en términos de coordenadas.



Recordemos que en la base canénica de P2(IR), C' = {1,z,2?} un polinomio p(z) = ag + a1x + agz?

tiene coordenadas (ag, a1, as)c. Que tal vector pertenezca a U significa que p/(1) = p(0). Pero
p'(z) = a1 + 2azx
Entonces:
p'(1) =p(0) < a1 +2a2 =a9 < ag— a1 — 2az = 0.

y asi:
U = {(ag,a1,a2)clag — a1 — 2a9 = 0}

Como estd definida por una ecuacién implicita dim(U) = dim(P2(IR)) — n° de ecuaciones = 3 — 1 = 2.
Se cumple la condicién 1: dim(U) +dim(V) =2+ 1= 3.

Para la segunda condicién, para hallar dim(U + V') necesitamos los generadores de ambos subespacios.
De V yanos lo da el enunciado. En U pasamos de la ecuacién implicita a paramétricas y de paramétricas
a generadores:

apg — a1 —2as =0 <= ag = a1 + 2as

Por tanto las paramétricas son:
aO:a+2ﬁa a; = @, G/QZB'

y los generadores U = £{(1,1,0)¢, (2,0,1)¢}.
Por otra parte sabemos que V = L£{1 + 22} = (1,0,1)¢.
Entonces U +V = £{(1,0,1)¢, (1,1,0)¢,(2,0,1)c} v:

1 01 1 0 1
dim(U+V)=rango[ 1 1 0] =rango| 0 1 —-1]=3.
2 01 00 -1

(iii) Calcular el polinomio que es proyeccion de q(z) = (z — 1) sobre V paralelamente a U.

Para calcular la proyeccién expresamos el vector dado g(z) = (z —1)? =1 -2z + 22 = (1,-2,1)¢ en
la base formada por los generadores de V' y U:

B={(1,0,1)¢,(1,1,0)c, (2,0,1)¢}

v U
Hacemos el cambio de base:
-1
1 1 1 1 2 1
Mpe | -2 | =Mzp|-2| =(0 1 0 -2 =
1) 1/ 1 01 1/
11 2\"'/ 1 -1
= 0 1 0 -2 =1 -2
1 -1 -1 1 c 2 B

Por tanto:
q(l}) = (17 _2?2)3 =-1- (1707 1)0 -2 (17 170)0 +2- (2707 1)0

\%4 U

La proyeccién pedida es:

—1-(1,0,1)¢ = (=1,0,-1)¢ = —1 — 2.



16.— Sea V un espacio vectorial que tiene un sistema generador formado por 2018 wvectores. Razona la
veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.

(ii) dim(V) > 2018.
FALSO. Basta considerar el ejemplo del apartado (i), V = IR?.
(iii) dim(V) < 2018.

VERDADERO. La dimensién de un espacio vectorial es el menor nimero de vectores que se necesitan
para generarlo; por tanto si tenemos 2018 generadores, dim(V') < 2018.

(iv) Cualquier subconjunto de V' formado por 2019 wvectores es un sistema de vectores linealmente
dependientes.
VERDADERO. Segun vimos en (iii) dim (V) < 2018. Un espacio vectorial como maximo puede tener
tantos vectores independientes como su dimensién; como 2019 > 2018 > dim(V'), no puede haber 2019
vectores independientes.



ALGEBRA

Espacios vectoriales

Algunas soluciones a los problemas adicionales
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I.— En el espacio vectorial Moo (IR) consideramos los subespacios vectoriales:

o=e{(3 )G 1)(0)

V = {A € Moys(R)|A = — A1),

(i) Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de U y U + V respecto de la base candnica.

Escribimos las coordenadas de los vectores que generan U en la base canénica de las matrices 2 x 2:

o

Recordemos que:

Entonces:
U =

Eliminamos los vectores depend

— D =

0
1
1

= o
O = =

Por tanto:

0 0):(00)(V0)( )}
(
(7)) =@nane

{(1,0,0,1)c, (2,1,1,1)c, (1,1,1,0)c }

ientes:
1 0 0 1 1 0 0 1
—!/0 1 1 -1}]—]10 1 1 -1
01 1 -1 0 0 O 0

U= {(1707()’ 1)07 (07 17 1a _1)0}7

donde ahora los generadores son independientes. Las ecuaciones vectoriales son:

(x7y7 Z’t) = a(1’0’07 1) + b(o’ 17 17 _1)’

y por tanto las paramétricas (separando coordenadas):

El nimero de ecuaciones implicitas es dim(Max2(IR))-nimero de pardmetros=2. Las obtenemos

eliminando parametros:

y—2=0, z—y—-t=0.

Para calcular U 4 V necesitamos los generadores de V. Tenemos que:

V—{A€M2X2(3)|A—At}—{<: y>€M2X2(IR)|m—O, t=0, y+z—0}.

Por tanto las ecuaciones impicit

t
as de V en la base candnica son:

r=0, y+2z2=0, t=0.

El nimero de pardametro es dim(Maxo(IR)-nimero de ecuaciones=1. Resolviendo el sistema las

paramétricas son:



Deducimos que V = £{(0,1,-1,0)}.

Ahora, U + V estd generado por los generadores de cada uno de los subesapcios que sumamos:

U+V=,{(1,001)¢,(0,1,1,-1)¢,(0,1,-1,0)c}

U 14

Eliminamos los posibles vectores dependientes:

10 0 1\, (10 0 1
01 1 —1]™5% 01 1 41
01 -1 0 00 -2 1

De donde:
U+V=,{(1,001)(0,1,1,-1)¢,(0,0,-2,1)c}

Las ecuaciones paramétricas son:
r=a, y=>b 2z=b—2c t=a—-b+c
El nidmero de implicitas es dim(Max2(IR))-ntimero de pardmetros=1. Eliminando pardmetros queda:

20 —y—2—2t=0.

sSon U y V subespacios suplementarios?.

No, porque la dimensién de U + V' que es tres, no coincide con la dimensién del espacio total Moy (IR)
que es cuatro.

Probar que los vectores:

s={(39)-C0)(13)-(3 1)}

son una base de Maoxo(IR).

Dado que B tiene tantos vectores como dim(Max2(IR)) = 4, para ver que forman base sélo es necesario
comprobar que son independientes. Para ello comprobamos que la matriz de coordenadas de sus vectores
respecto de la base candnica tiene rango cuatro:

S o N
O NN = O
N = OO
_o oo

Ya estd escalonada y no tiene filas nulas, luego su rango es cuatro.
Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de U en la base B.

Cambiamos de base las ecuaciones implicitas. En la base candnica eran:
y—z=0, z—y—1t=0.

Matricialmente:

(0 1 -1 0) =0, (1 -1 0 -1)

+ e 8
+ e 8
I
)



Utilizamos la férmula de cambio de base:

x x
/
Z :MCB y/ )
t/ & t B
1 2 00
01 2 0 . .
donde M¢ep = 00 1 2 . Sustituyendo en las ecuaciones de U queda:
00 01
x! x!
/! /
(0 1 —1 0)Mcp Z/ =0, (1 -1 0 -1)Meg|?, | =0
t/ t/

Operando, las implicitas de U en la base B quedan:
y+2 -2t =0, ' +9y -2t =0.
Pasamos a paramétricas resolviendo el sistema en funcién de dos parametros:

¥=3a-b, y=-a+2b, Z=a, t =0

I1.— Sea V un espacio vectorial cualquiera. Dados tres subespacios vectoriales A, B,C estudiar la falsedad
o veracidad de las siguientes afirmaciones:

OA+BNC#(ANC)+(BNQC).

FALSO. Por ejemplo si A = B = C' se da la igualdad.
OA+BNCc(AnC)+(BNQO).

FALSO. Por ejemplo para V = IR?, A = £(1,0), B = £(0,1) y C = £(1,1), no se cumple.
OA+B)NCD>(ANC)+(BN(O).

VERDADERO. Si u € (ANC) + (BNC) entonces u puede escribirse como:

u=a+b, conaec ANCybeBNC.

Entonces

u=a+be C yaquea,beCyC essubespacio vectorial.

u=a+beEA+Byaqueac Aybe B.
Deducimos que u € (A+ B)NC.
OA+B)NC=(ANnC)+(BNC).
FALSO. Por ejemplo para V =1R? A = £(1,0), B = £(0,1) y C = £(1,1), no se cumple.



IV.— Sea M, «,(R) el espacio vectorial de las matrices cuadradas de elementos reales y dimension n.

(a) Demostrar que si A € Myyxn(IR) es una matriz fija, el conjunto
S={B e M,x,(R): AB =}
es un subespacio vectorial de M, x,(IR).

En primer lugar S es no vacio porque claramente 2 € S.

Sean B,C € S y A, u € R. Hay que comprobar que AB + uC € S, es decir, que A(AB+ uC)=Q € S.
Pero:
A(AB 4+ uC) = AAB + pAC = Q

ya que como B,C € S entonces AB = AC = Q.

(b) Sin=2y A es de la forma
a 1
g1

donde «, [ son nimeros reales, calcular en funcion de «, [ la dimension y una base de S y las
ecuaciones implicitas de un subespacio suplementario de S.

Sea B una matriz cuyas coordenadas en la base canénica son (z!, 22, 23, 21), es decir:

12
T oz
5-(5 )
La condicién para que B pertenezca a S es que AB = (), es decir:

0=az’ +2°
0 = az?® 4 z*
0= Bzt + 23
0=Bz%+z*

Es un sistema homogéneo. Si la matriz del sistema tiene determinante no nulo, entonces la tnica
solucién es la trivial. La matriz es:

a 0 1 0
0 a 0 1
8 0 1 0
0 8 01

Su determinante es (o — 3)2. Por tanto:

- Si a # 3 entonces la tnica solucién del sistema es la trivial (2! = 22 = 23 = 2% = 0). El subespacio

S es 0y el suplementario todo el espacio de matrices Max2(IR).

- Si @ = B, la matriz del sistema tiene rango 2 (las dos ultimas filas son iguales a las dos primeras).
Por tanto el sistema tiene solucién dependiendo de 4 — 2 = 2 pardmetos y entonces dim(S) = 2. En
particular obtenemos:

3 = —az!

t = —ax?
luego una base de S esta formada por los vectores cuyas coordenadas contravariantes en la base candnica
son (1,0,—«,0) y (0,1,0, —a).

Para calcular un espacio suplementario completamos la base a de S a una base de Msyx2(IR). Basta
tomar los vectores cuyas coordenadas en la base candnica son (0,0, 1,0) y (0,0,0,1). Ya que es es claro
que los cuatro vectores:

;0)

(1,

(0 1 0,—a)
(0,0,1,0)
(0,0,0,1)



(c)

son una base de Mayo(IR). El espacio suplementario estd generado por tanto por los vectores (0,0, 1,0)
y (0,0,0,1). Sus ecuaciones paramétricas son:

y las cartesianas:

En el espacio vectorial real de las matrices simétricas 3 X 3 con elementos reales, Sz, decidir cudles de
los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales, y para los que lo sean hallar una base, asi como
unas ecuaciones (paramétricas e implicitas) en la base candnica y en la base

1 0 0 110 01 1 0 0 1 0 0 O 0 0 O
B = 0 0 O 10 0,11 0 O 010 01 1]),{0 0 1
0 0 0 0 00 1 00 1 00 010 0 1 1

Matrices regulares.

Veamos si son un subespacio vectorial. Sean A, B regulares y simétricas. Nos preguntamos si entonces
AA + B son regulares para cualquier A, € IR. En general no es cierto. Por ejemplo las matrices
A =13y B = —I3, son regulares y simétricas. Sin embargo A + B = () no es regular.

Matrices con traza nula. Veamos si son un subespacio vectorial. Sean A, B de traza nula y simétricas.
Nos preguntamos si entonces N\A + pB tiene traza nula para cualquier A, u € IR. Pero es claro que:

tr(A + uB) = A(tr(A)) + u(tr(B))

y como tr(A) = tr(B) = 0 vemos que tr(AA + uB) = 0.

Recordemos que la base canénica de las matrices simétricas es:

1 00 010 0 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0
B = 0oo0¢o0),f{1r 0 O0},{0 0 O}, {01 0).{0 O 1].10 0 O
0 0 0 0 0 0 1 00 0 0 0 010 0 0 1

En esta base la condiciéon de tener la traza nula se escribe mediante la ecuacién implicita:
s+t +25=0
y por tanto mediante las ecuaciones paramétricas:

2% = Ao
2% = As;

2 = Ag;
2% = -\ — Ay

at = Ag;
zt = Ny

En la base B’ la condicién se escribe mediante la ecuacién implicita:
v+t P+ =0
y por tanto mediante las ecuaciones paramétricas:

y® = As;
Y ==X — X2 — Ay — As;

y? = Ao;
y° = As;

yt =
y4 = A\4;

Matrices cuyas dos primeras filas son iguales.
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Veamos si son un subespacio vectorial. Sean A, B simétricas cada una ellas con las dos primeras filas
iguales. Nos preguntamos si entonces AA + uB tiene las dos primeras filas iguales para cualquier
A, 1t € IR. Pero esto es cierto sin mas que tener en cuenta que las dos primeras filas de AA + pB son la
suma de A por las dos primeras filas de A mas p por las dos primeras filas de B.

Las matrices simétricas con 2 filas iguales son de la forma:

b
b
c

QR
QR

Por tanto en la base candnica las ecuaciones paramétricas son:

ot = \i; z? = \y; 3 = \y;
= A\i; 2° = Ao; 28 = X3

y las implicitas
' —22=0

2t —2t=0
2 —2°=0

Para ver como serfan las ecuaciones en la base B’, vemos como son las ecuaciones de cambio de
coordenadas de B’ a B:

ot =yt +y% o =y +y% o’ =y +yh
2t =yt 4 P 25 = o + b 26 = y8

De aqui deducimos que las ecuaciones implicitas en la base B’ son:

yl _ yS =0
2 —yt -y =0
Wyt -y — =0
y las paramétricas en las base B’:

Yt =i y? = Ay yP = Ai;
yt = As; Y = A1+ A2 — As; Y% =X+ 2X3

En el espacio vectorial real V' de las funciones continuas de [0,1] en R, se consideran los dos conjuntos

stgquientes:
1
U, = Vo dr =20
1 {fe /Of(x) z }

Us={f€e€V : [ es constante}

Comprobar que Uy y Uy son subespacios vectoriales de V.
En primer lugar U; y Uy son no vaciios porque ambos contienen a la funcién constante 0.

Primero lo comprobamos para U;. Sean f,g € Uy y A\, u € IR. Tenemos que verificar que \f + ug € Us.
Tenemos en cuenta que como f, g € Uy, entonces fol f(z) dz = fol g(x) de = 0. Ahora:

1

1 1 1
| O+ no)@) da=0= [ 07(@) + po@) da =02 [ @) datp [ o) do=0

y por tanto Af + ug € Uy.
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Lo comprobamos para Us. Sean f,g € Uy y A, u € IR. Simplemente hay que tener en cuenta que como
f(z) = ay g(x) = b para cualquier x € [0,1], entonces (Af + ug)(x) = Aa+ pb para cualquier z € [0, 1],
y por tanto (Af + pg) es constante y estd en Us.

Analizar si Uy y Uy son subespacios suplementarios de V.

Son suplementarios si su interseccién es el subespacio 0 y si generan todo el espacio V', es decir, si
cualquier funcién de V es suma de una de U; mas otra de Us.

Supongamos que f estd en Uy NUs. Por estar en Us es constante, es decir, f(z) =a, Vz € [0,1]. Por
estar en Uy, su integral entre 0 y 1 es cero. Entonces:

O/Olf(:n) dx/olad;va

Deducimos que f es la funcién constante cero y asi Uy N Uy = {0}.

Sea ahora una funcién continua f cualquiera. Veamos como podemos descomponerla en una funcién de

Uy més otra de Us, es decir, f = f; + fo. Como f5 ha de ser una funcién constante, podemos escribir
[ 1

f(z) = fi(x) + a. Ademés queremos que [; fi(x) dz = 0. Pero entonces:

1
0

O/Olfl(x)dx/(f(z)a)dz/olf(:r)do:a = a/olf(x)dz

Por tanto si tomamos como f» la funciéon constante fol f(z) y como fi = f — fo, tenemos la
funcién f descompuesta como suma de funciones de U; y Us. Queda probado que estos espacios
son suplementarios.

Hallar, si existe, la proyeccion de h(x) = 1+ 2x sobre Uy paralelamente a Us.

Como hemos visto que los subespacios son suplementarios podemos hallar la proyeccién sobre U
paralelamente a Us de cualquier funcién continua f € V. Ademds en el apartado anterior hemos
visto como se calcula la funcién f; € U; a partir de la funcién f. En este caso:

1 1
hl(m):h(x)fhg(x):h(x)f/o h(x) dx:h(m)f/o (1+2x)de=142c—-2=22-1

(Examen final, setiembre 2002)

En R? y para cada a € R, consideramos los subespacios vectoriales:

U = £{(a,1,0),(0,a,1),(1,0,-1)}, V = £{(a,0,-1), (a— 1,0,2a)}.

Hallar la dimension de U,V,U +V y U NV en funcion de los valores de a.

Comenzamos estudiando la dimensién de U. Equivalententemente el rango de la matriz formada por las
coordenadas de los vectores que lo generan. Dado que el rango se conserva por operaciones elementales,
simplificaremos esa matriz mediante equivalencia por filas:

a 1 0 1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1
0 a 1] —|a 1 0)]—10 1 al—(0 1 a
1 0 -1 0 a 1 0 a 1 0 0 1—a?

Vemos que las dos primeras filas siempre son linealmente independientes. Ademds la tercera se anula
siy s6lo si 1 —a? = 0. Por tanto:

- Si a = %1 entonces dim(U) = 2.
- Si a # £1 entonces dim(U) = 3.



Hacemos lo mismo para V:

a 0 -1 N a 0 -1
a—1 0 2a a—1+2d> 0 0

Vemos que el rango es como minhimo 1 en cualquier caso, y no vale 2 si a — 1 + 2a° = 0:

—1++/1+8
4

20 +a—-1=0 <= a= — a=-16a=1/2.

Por tanto:
-Sia=—16a=1/2 entonces dim(V) = 1.
- Sia#1/2,—1 entonces dim(V) = 2.
Para la unién tenemos en cuenta que:
3 = dim(R?) > dim(U + V) > dim(U).

Por tanto en los casos en los que dim(U) = 3 autométicamente deducimos que dim(U + V) = 3. Nos
interesa fijarnos por tanto en los valores a = 1 y a = —1. Para estudiar la dimensién del espacio suma
hallamos el rango formado por las coordenadas de los vectores que forman base de cada una de los
subespacios. Para a = 1:

1 1 0 1 1 0 1 10
0 1 1 N 0 1 1 N 01 1
1 0 —1 0 -1 -1 0 0 O
0 0 2 0 0 2 0 0 2
Vemos que el rango es 3.
Para a = —1:
-1 1 0 -1 1 0 -1 1 0
0 -1 1] — 0 -1 1] — 0 —1 1
-1 0 -1 0 -1 -1 0 0 -2

Vemos que el rango es también 3.

Por tanto siempre se cumple dim(U + V) = 3. Finalmente para hallar la dimensién de la interseccién
utilizamos que:
dim(UNV) =dim(U) + dim(V) — dim(U + V)

de manera que obtenemos:

a dim(U) dim(V) dim(U+V) dim(UNV)
-1 2 1 3 0
1/2 3 1 3 1
1 2 2 3 1
otro caso 3 2 3 2

¢ Para qué valores de a los subespacios U y V' son suplementarios?.

Los espacios son suplementarios si la suma es todo R? y la interseccién {6}7 equivalentemente si
dim(U 4+ V) =3y dim(UNV) =0. Pero eso ocurre para a = —1.

Para los valores de a para los cuales sea posible, calcular la matriz asociada respecto de la base candnica
de la aplicacion proyeccion sobre U paralelamente a V.

La proyeccion tiene sentido cuando los espacios son suplementarios; en nuestro caso para a = —1.
Formaremos una base con los vectores que generan U y V en la cual la matriz de la proyeccién es
sencilla:

B ={(~1,1,0),(0,—1,1),(1,0,1)}.
2%

eU



VIII.—

En esta base la matriz de la proyeccién es:

1
Pe=10
0

o = O
o O O

Finalmente la pasamos a la base candnica:
—1
Poc = McpPpMpc = McpPsMgy,
siendo

Mcp =

O = =
|
= o
=

Operando queda:
/2 —-1/2 -1/2
Po = 0 1 0
-1/2 -1/2 1/2

Para a = 0, ges posible descomponer el vector (1,1,1) como suma de un vector de U y otro de V ?. Si
existe, jes unica esta descomposicion?.
Hemos visto que para a = 0,

-dim(U+V)=3,yportanto U +V = IR? y cualquier vector puede expresarse como suma de uno de
U y otro de V.

- dim(UNV) =2, luego los subespacios no son suplementarios y la descomposicién no es tnica.
De manera explicita, para a = 0:
U =£{(0,1,0),(0,0,1),(1,0,-1)}, V =,£{(0,0,—-1),(—1,0,0)}.

y por ejemplo:
(la 17 1) = (Oa la 1) + (17070) = (15 17 _1) + (Oa 07 2) .
—_—— —— = =

29 ev eU 2%

En Mayx2(RR) y fijado k € IR se consideran los siguientes subespacios vectoriales:
1 1 kE 0 1 1 kE 0 1 k-1
w=efo ) Go1)-Go2)p vt 2)- G )

Calcular en funcion de k, dim(U), dim(V),dim(UNV) y dim(U + V).

La dimensién de cada espacio es el rango de la matriz formada por las coordendas de los vectores que
lo generan. Trabajaremos respecto a la base canénica de matrices 2 x 2.

1 1 0 k 1 1 0 2
dim(U) =rango| k 0 k 1| =rango{ k 0 k 1| =
1 1 0 2 1 1 0 k
11 0 2 {3sik:7é0,2
=rango| 0 —k k 1-2k | =
0 0 0 k-2 2sik=0,2

dim (V') =rango L k=102 = rango 1 k=1 0 2 =
k0 0 2 0 —k(k—1) 0 2—2k
2sik#1
a 1sik=1



(i)

La suma estd generada por los generadores de ambos subespacios:

1 1 0 2 1 1 0 2
1 k—1 0 2 0 k—2 0 0
dim(U 4+ V) =rango | 0 —k k 1—2k | =rango| 0 —k kE 1-2k
0 —k(k—1) 0 2—2k 0 —k(k—1) 0 2—2k
0 0 0 k-2 0 0 0 k-2
Si k # 0,2 vemos que dim(U + V) = 4.
Sik=0:
1 1 0 2
0 -2 0 0
dim(U+V)=rango[ 0 0 0 1]|=3
0 0 0 2
0 00 -2
Sik=2:
1 1 0 2
0 0 0 0
dim(U+V)=rango| 0 -2 2 -3 | =3
0 -2 0 -2
0 0 0 0

Finalmente para la interseccién tenemos en cuenta que:
dim(UNV) =dim(U) + dim(V) — dim(U + V).
Resumimos los resultados en el siguiente cuadro:

dim(U) dim(V) dim(U+V) dim(UNV)

k=0 2 2 3 1
k=1 3 1 4 0
k=2 2 2 3 1
k+#0,1,2 3 2 4 1

Para k = 2 hallar las ecuaciones implicitas y paramétricas de U + V con respecto a la base candnica.

Para k = 2 y tabajando respecto de la base candnica tenemos que:
U+V=1rL{(1,1,0,2),(0,-2,2,-3),(0,—2,0,—2)}.
Por tanto las ecuaciones paramétricas son:
r=a, y=a—2b—2c, z=2b t=2a—3b—2c
El nimero de implicitas es 4 —dim(U+V) = 4—3 = 1. Obtenemos tal ecuacién eliminando pardmetros:

20 4+2y—2—-2t=0.



IX.—

(a)

Consideremos los subespacios U y W de IR® tales que U estd generado por los wvectores
(1,0,1),(0,1,1),(1,1,2) y la ecuacion implicita de W es x —y + 2z = 0. Se pide:

Bases de U, W, U+W yUNW.

Del sistema generador dado para el subespacio U, obtenemos un sistema generador linealmente
independiente:

O = O
O = =

0 1 1
1 11 —10
11 0

=)
DO = =
S O =

1
0
1
Por tanto una base de U es:

{(1,0,1),(0,1,1)}.

Por otra parte W es un subespacio de IR® definido por una ecuacién. Tiene dimensién 3 — 1 = 2. Una
base estard formada por dos vectores independientes verificando su ecuacion:

{(1,1,0),(0,2,1)}

El espacio U + V estd generado por la base de U unida a la de W. Buscamos un sistema de generadores
independiente:

1 01 1 0 1 1 0 1 1 0 1
0 1 1 . 0 1 1 N 0 1 1 N 0 1 1
1 10 01 -1 00 -2 0 0 -2
0 2 1 0 2 1 0 0 -1 0 0 0

Vemos que generan un espacio de dimensién 3. Por tanto U + V = IR? y como base podemos tomar la
base canédnica.

Finalmente para calcular U NV, hallamos la ecuacién implicita de U a parir de las paramétricas:

rT=a
y==>b = z=x+Y.
z=a-+b

Por tanto las ecuacionesn implicitas de la interseccién son:

r+y—2=0
r—y+2z=0

Para escribir una base escogemos un vector verificando ambas ecuaciones:

{(1,-3,-2)}.

FEcuaciones implicitas de U N W.
Las hemos hallado en el apartado anterior:

r+y—2=0
r—y+22=0

Base de un subespacio H suplementario de U N W.

Teniendo en cuenta que U N W tiene dimensién 1 y es un subespacio de IR?, un suplementario serd un
subespacio de dimensién 2 cuya suma con esta interseccién sea el total IR®. Por tanto, como base basta
escoger dos vectores independientes con el vector (1, —3,—2) que genera U N W. Por ejemplo:

H = £{(1,0,0),(0,1,0)},



va que la matriz:

1 0 0
0 1 0
1 -3 -2

tiene rango maximo 3.
Proyeccidn del vector (2,3,5) sobre el subespacio U NW paralelamente a H.

Consideramos una base de IR* formada por vectores de H y U N W:
B ={(1,0,0),(0,1,0), (1,-3,-2)}.

Expresemos el vector (2,3,5) en esta base. Si llamamos C' a la base canénica de IR® se tiene:

-1

2 2 1 0 1 2 9/2
Mpe 3] =Mepa [3) =[0 1 =3 3] = [ 92
5/ 5/. \o o -2 5). \-52),
Es decir:
(2,3,5) = 2(1,0,0) = 2(0,1,0) —2(1, -3, -2)
b b) - 2 ) ) 2 b) ) 2 b b) .
€H cUunw

La proyeccion sobre U N W paralelamente a H sera:

5 5 15
—2(1,-3,-2) = (—=, —,5).
2(7 ) ) (2a2?)

En el espacio vectorial IR®, dados dos valores reales a,b € R se definen los subespacios:

U=r{(lal),bla}, V=r{011),(a—110)}

Calcular en funcion de a y b la dimension de UNV.

Utilizaremos que:
dim(UNV) =dim(U) + dim(V) — dim(U + V).

Estudiamos la dimensién de U:

1a1_>1a 1
b 1 a 0 1—ab a—0b)"

Vemos que el rango es 2 excepto si se cumple simultaneamente que:

1—ab=0, a=nh.

Resolviendo el sistema obtenemos a =b=16 a =b = —1. Por tanto:
Pardmetros dim(U)
a=b=1 1
a=b=-1 1
otro caso 2

Estudiamos la de V:
0 11 . 0 1 1
a—1 1 b a—1 0 b—-1)"°
Vemos que el rango es 2 excepto si se cumple simultaneamente que:

a—1=0, b—1=0.



Resolviendo el sistema obtenemos a = b = 1. Por tanto:

Pardmetros dim(V')
a=b=1 1
otro caso 2

Vayamos con la suma de ambos subespacios:

1 a 1 1 0 1—-a 1 0 1-a
b 1 a _ b 0 a-1 . 0 0 a—1-b(1—a)
0 1 1 0 1 1 0 1 1

a—1 1 b a—1 0 b-—1 0 0 b—1—(a—1)(1—a)

El rango es 3 excpeto si se cumple simultdaneamente que:
a—1-b(1-a)=0, b—1—(a—1)(1—a)=0.

Resolviendo el sistema obtenemos:

Pardmetros dim(U +V)
a=b=1 2
a=1+v2, b=-1 2
otro caso 3

Aplicando la férmula para la dimension de la interseccién tenemos:

Pardmetros dim(U) + dim(V) — dim(U+V) = dim(UnNV)
a=b=1 1 1 2 0
a=b=-1 1 2 3 0
a=1++v2, b=-1 2 2 2 0
otro caso 2 2 3 1

Calcular los valores de a y b para los cuales los subespacios son suplementarios.

Son suplementarios si dim(U NV) =0y dim(U + V) = dim(IR*) = 3. Vimos que eso se cumple para
a=b=-1

Para a =b =0 calcular las ecuaciones cartesianas y paramétricas de U NV.
Vimos que en ese caso la dimensién de la interseccién es 1.

Tenemos:
U =£{(1,0,1),(0,1,0)}.

Sus paramétricas son
y la implicita:

Por otra parte:
vV =r,{(0,1,1),(-1,1,0)}.

Sus paramétricas son
r=-b, y=a+b, z=a.

y la implicita:
y=z—z.

Concluimos que las implicitas de la interseccién son:
rT=2z Y=z-—z

0 equivalentemente:

Las paramétricas seran:



