ALGEBRA LINEAL I Algunas soluciones a la Practica 3
Matrices y determinantes (Curso 2022-2023)

1.—

(iii)

En el conjunto de las matrices n X n de elementos reales, demostrar que el producto de matrices
triangulares inferiores es otra matriz triangular inferior.

Sean A y B dos matrices triangulares inferiores. Verifican a;; = b;; = 0 cuando 7 < j. Queremos ver
que C = AB es triangular inferior. Para ello hay que comprobar que ¢;; = 0 cuando ¢ < j.

Sea i < j; por la definicién de producto de matrices, el término ¢;; es:

n
Cij = E @ikbr;
k=1

Separamos esta sumatorio en dos:

n

cij = (Y aabig) + (Y anbiy)
k=1

k=i+1

En el primer sumatorio £ < i < j y como B es triangular inferior, entonces by; = 0. Vemos que este
primer sumando es 0. En el segundo sumatorio i < k y como A es triangular inferior, entonces a;; = 0.
Por tanto este segundo sumando es también cero. Deducimos que ¢;; = 0 para cualquier ¢ < j y asf,
C = AB es triangular inferior.

(Primer parcial, febrero 2000)

Sean A, B € May2(IR). Razonar la falsedad o veracidad de las siguientes afirmaciones:
(A+ B)? = A% +2AB + B>

FALSO. Sélo es cierto si Ay B conmutan. Por ejemplo si tomamos:

=(02) o=(0)
o= (s 1) =6 2) (6 2)-( )
wvaanest= (5 5) +2(5 3) (5 0)r (5 0) = (6 )+ (5 8= 2)

Si C es inversible y AB = C entonces A, B son inversibles.

se tiene:

VERDADERO. Sabemos que una matriz es inversible si y sélo si su determinante es cero. Como C' es
inversible entonces det(C) # 0. Pero:

AB=C = det(AB) = det(C) = det(A)det(B) = det(C) # 0.

Si A 6 B no fuesen inversibles su determinante serfa cero y el producto det(A)det(B) también,
contradiciendo la condicién anterior.



5.— Sea A € M, x,(IR) una matriz cuadrada cumpliendo A?> + A+ Id = 0.
(i) Demostar que A es inversible.
(ii) Probar que A=' = —(A + Id) = A%.

Resolvemos el apartado (i) y (ii) simultdneamente. Probaremos que —(A + Id) - A = Id y por tanto
—(A + Id) es la inversa de A y asi A es inversible.

—(A41Id)- A= (A2 + A) = -A% - A.

Pero por hipétesis:
A2+ A+1d=0 = Id=-A%-A,

y por tanto:
—(A+1d)-A=—(A*+A)=-A* - A=1d.

Nos piden probar también que —(A + Id) = A? pero es consecuencia directa de la hipdtesis:

A2+ A4+ Id=0 = A’=-A—-Id=—(A+1Id),

(iii) ;Cudnto vale A3? ;Y A20137.
En el apartado anterior hemos visto que A~ = A2 por tanto

A=A A=A"1 - A=1d.

Ahora:
A2013 _ 43671 _ (A3>671 — 7457 — Id.

6.— Hallar A™, para n € IN, donde:

1 1 0
A=10 1 1
0 0 1
Método II: Descomponemos A como:
010
A=1d+ B; con B=|0 0 1
0 00

Dado que Id y B conmutan podemos aplicar la férmula del binomio de Newton:

A" = (Id+ B)" = ; <Z) B*Id"F = i (Z) B*.

k=0
Pero:
0 0 1 0 0 0
B =10 0 0];: B>=B>.B=[0 0 0] =0,
0 0 0 0 0 0

y por tanto en general,
La expresién anterior queda:

n

A”=B°+nB1+<2

, 0 n 0 00 = 1on S
000 0 0 0 0



7.— Dada la matriz:
x r+1 x+2

A= z2z+3 z2+2 z-+1
T+ 2 T T+ 4

(i) Hallar x para que det(A) = 0.

Hacemos operaciones elementales que conservan el rango y el determinante. Comenzamos restando la
primera fila a las demaés:
z z+1 x42

3 1 -1
2 -1 2
Restamos la primera columna a las otras dos:
T 1 2
3 -2 -4
2 -3 0

Finalmente a la primera fila le sumamos la mitad de la segunda:
x+3/2 0 0

3 -2 -4
2 -3 0
Desarrollando por la primera fila el determinante queda:
3,.1-2 —4 3
det(A) = (z + 5) _s ol —12(z + 5)

Deducimos que det(A) = 0 si y sélo si x = —3/2.
(ii) Estudiar el rango de A en funcién de los valores de x.

Si x = 3/2 el determinante es nulo. En ese caso ademds vimos que el menor formado por las dos tltimas
filas y columnas de la matriz:
x+3/2 0 0
3 -2 —4
2 -3 0
tiene determinante non nulo. Por tanto el rango es 2.

Si x # 3/2 el determinante es no nulo y asf la matriz tiene rango 3.

8.— Sea A € My xn(R) cumpliendo A* = A. Analizar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
(i) A3 =Id.
FALSO. Por ejemplo si A = 0, cumple A* =0 = A, pero A3 =0 # Id.
(i) A%t = A.
VERDADERO:
A3 = 4322 — 43242 — (A4)8 A2 = ASAZ = (A%)242 = A242 = A% = A
(iii) Si A es inversible, entonces det(A) = 1.
VERDADERO. Si A* = A, aplicando determinantes:
det(A*) = det(A) = det(A)* = det(A) = det(A)* —det(A) =0 = det(A)(det(A)* 1) =0.
Si A es inversible entonces det(A) # 0. Por tanto simplificando queda:
det(A’ —1=0 = det(A’=1 = det(A)=1.
(iv) Puede ocurrir que A% = A.

VERDADERQO. Basta considerar por ejemplo A = 0. Cumple A* = A y tambin A% = A.



9.—
(i)

(iii)

(iv)

10.—

Sean A, B € My,xm(IR) dos matrices. Razonar la falsedad o veracidad de las siguientes cuestiones:
Si rango(A) = n entonces m > n.

VERDADERQO. El rango de una matriz equivale al nimero de filas y columnas independientes de la
misma. En otras palabras si el rango es n la matriz tiene n columnas independientes. Por tanto al
menos ha de tener m columnas, es decir, m > n.

Sirango(A) =1 entonces A tiene todas las filas nulas menos una.

1

FALSO. Por ejemplo A = (1

1) tiene rango 1 porque las dos filas son iguales, pero no tiene todas
las filas nulas menos una.

Sim =m entonces rango(A?) = rango(A).

01 ), es claro que rango(A) = 1. Sin embargo A? = 0y rango(A?) = 0.

FALSO. Por ejemplo si A = (O 0

Si B es inversible, rango(ABY) = rango(A).

VERDADERQ. Si B es inversible, entonces su traspuesta también lo es. Multiplicar a la derecha por
una matriz inversible conserva rango, ya que equivale a hacer opeaciones elementales columna y las
operaciones elementales conservan el rango.

Sean A, B,C € Mgys(IR) matrices verificando —ABA' = CA+ A, det(B) =1, A inversible. Sabiendo
que C' es una matriz diagonal con c¢;; = i, calcular det(A).

Partimos de la expresion dada:
~ABA'=CA+A = —ABA'=(C+Id)A
Aplicamos determinantes a ambos lados:
det(—ABAY) = det((C + Id)A)
Usamos que det(kX) = k"det(X) si X es de tamano n x n; ademds que el determinante del producto

es el producto de determinantes y que el determinante de la traspuesta coincide con el determinante de
la matriz de partida:

(—1)%det(ABA?) = det(C + Id)det(A) = det(A)det(B)det(A") = det(C + Id)det(A) =
= det(A)%det(B) = det(C + Id)det(A).

Cémo A es invsersible, det(A) # 0 y podemos simplificar:
det(A)det(B) = det(C + Id)

Como det(B) = 1:
det(A) = det(C + Id).

Para hallar det(C' + Id) tenemos en cuenta que es una matriz diagonal por ser suma de matrices
diagonales. Por tanto su determinante es el producto de los términos de la diagonal:

det(A) = det(C + Id) = (611 + 1)(622 + 1)(633 + 1)(644 + 1)(055 + 1)(066 + 1) =
=14+ D2+ DB+ 1A+ 1)(5+1)(6+1) =71 = 5040.



11.— Calcular razonadamente los siguientes determinantes:

10 3 1 0 2 3 1 12 123 1234

9 1 1 1 1 2 4 2 23 234 2341 .

3 4 5 13 0 5 7|7 |3 34 341 3412
0 2 1 1 4 41 412 4123

El primero puede desarollarse por Sarrus:

=1-1-5+2-4-340-1-3-3-1-3-1-4-1-2-0-5=16.

W N =

0
1
4

ot = W

También se podria desarrollar por adjuntos. Es cémodo por la primera fila (porque tiene un elemento

nulo):
1 0 3
11 2 1 2 1
2 1 l:1-‘ ’—0" ’4—3‘ ’:
3 4 5 4 5 3 5 3 4

—1-(1-5—1-4)+3-(2-4—1-3)=16.

O primero haber hecho ”ceros” mediante operaiones fila y/o columna. Restando a la tercera columna
la primera por tres:

103/ [10 o0 L s
2 1 1|=[2 1 -5 1‘4 4‘1(4)(5)416
3 4 5| (34 —4

El segundo puede ser desarrollado por adjuntos. Elegimos la segunda columna porque tiene dos ceros.
Los menores multiplicados por cero ya no los escribimos:

L0231y g

=113 5 7|+2-|1 2 4
3057 0 1 1 3 5 7
0 2 11

Cada uno de los determinantes 3 x 3 puede ser desarrollado por Sarrus, por adjuntos o previamente
simplificado mediante operaciones elementales:

1 2 3 1 -1 3 1 1
3 5 7|=13 -2 7 ‘3 2‘2+31.
0 1 1 0 0 1
1 2 3 1 2 3 1 9
1 2 4/=(0 0 1 1-‘3 5’1-(56)1.
3 5 7 3 5 7
Por tanto:
1 (1) 3 i 1 2 3 1 2 3
=113 5 7|+2-|1 2 4/=1-142-1=23.
3057 0 1 1 3 5 7
0 2 1 1



12.— Sabiendo que det =5 calcular:

o = W

b
0
5

= QN

2—3a b 0
(i) det 2 b 3
) 2b+5 c+6

Aplicamos las propiedades de los determinantes. Comenzamos restando la segunda fila a la primera y
el doble de la segunda a la tercera:

—3a 0 -3 a 0 1 2 b 3
2 b 3 |=-3/2 b 3|=3|a 0 1|=3-5=15.
1 5 ¢ 1 5 ¢ 1 5 ¢

b 5 0

[\)

(ii) det 4 c+2
a+2 2a+1 2a

Sacamos factor comun a 2 a la tecera columna; multiplicada por 1 y por 2 se la restamos a las primeras:
b 5 0

b 5 0 b
2| 4 c+2 1|{=2|3 ¢ 1|=-2|3 1
a+2 2a+1 a 2 1 a 2 a

a b
—b a
—c —d a b
—d c —b a

(i) Hallar AA?.

ST
\
o

13.— Sea A =

Hacemos la traspuesta y luego el producto:

a b c d a —b —c —d
" —b a d —c b a —d c
A" = —c —d a b c d a —-b]|
—d c —=b a d —c b a
a? + b2+ + d? 0 0 0
_ 0 a?+b*+ 2+ d? 0 0 _
- 0 0 a?+ b+ +d? 0 -
0 0 0 a?+ b2+ 2+ d?

=(@®+v*+ 2 +dHId

(i) Calcular det(AA") y det(A).
det(AAY) = det((a® + b* + 2 + d*)Id) = (a® + b* + ¢ + d*)*det(Id) = (a® + b* + * + d*)*

y por otra parte:
det(AAY) = det(A)det(A) = det(A)det(A) = det(A)?

Por tanto:
det(A) = ++/det(AAY) = £(a® + b* + * + d*)?.

Para decidir el signo notamos que si b= c = d = 0 entonces A = ald y det(A) = a* = (a?)?. Por tanto
nos quedamos con la raiz positiva.

det(A) = (a* + b + & + d*)%.



(iii) Determinar el rango de A en funcidn de los valores de a,b, ¢, d.

Si det(A) # 0 el rango es el maximo posible, es decir, 4. Pero:
det(A) =0 <= (> +V*+ P+ d*)? =0 <= d*+0* +*+d*=0 < a=b=c=d=0.
Pero sia =b=c=d =0 entonces A =0y rango(A) = 0. Concluimos que:

Osia=b=c=d=0
4 en otro caso

rango(A) = {

16.— Dado n € IN se define la matriz P, € Mpxn(IR) como:

isij<n+1—i
(Pn)ij =
Osij>n+1—i

(i) Escribir la matriz Ps y hallar su determinante.

En cada fila i los términos valen 4 hasta la columna 5 + 1 — 4 (incluida), a partir de la cudl se anulan.
Por ejemplo en la primera fila valen 1 hasta la columna 5+ 1 — 1 = 5; en la segunda fila valen 2 hasta
la columna 5+ 1 — 2 = 4; y as{ sucesivamente. Queda:

o

Il
T W N =
O = W
OO W =
SO O N
S oo O

Para hallar el determinante reordenamos las filas para conseguir una matriz triangular, cuyo
determinante es el producto de los términos de la diagonal. Cada cambio de orden de dos filas supone
un cambio de signo. En concreto cambiamos de orden la primera y quinta fila y la segunda y la tercera.
Como cambiamos de orden un nimero par de veces el signo no varfa. Queda:

det(Ps) = det =5.4-3-2.1=5!=120.

— N W o Ot
N WO
=N W o o
=N O OO
_ o O O O

(ii) Para cualquier n > 2, hallar det(P,) y traza(P,).

Teniendo en cuenta la descripcién de la matriz dada y la interpretacién de la misma que indicamos en
el apartado anterior tenemos:

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 0
3 3 3 3 0 0
n—2 n—2 n-—2 0 0 O
n—1 n-1 0 0 0 O
n 0 0 0 0 O

Para hallar su determinante reordenaremos las filas; la idea es ponerlas justo en el orden opuesto al que
tienen para conseguir una matriz triangular.



Para ello llevamos la primera fila a la 1ltima posicién pero paso a paso, primero cambiando las filas 1
v 2, luego 2 y 3, luego 3 y 4 y asisucesivamente. Tras hacer n — 1 cambios queda:

2 2 2 ... 2 20
3 3 3 ... 300
4 4 4 ... 0 00O
n—1 n—-1 0 0 0 O
n 0 0 0 0 O
1 1 1 1 1 1

Después hacemos lo mismo con la primera de doses "bajandola” de fila en fila hasta la penultima
mediante n — 2 cambios de fila, y asi con las deméds hasta llegar a:

n 0 0 ... 00 O
n—1 n-—1 0 ... 00 O
n—2 n—2 n—-2 ... 0 0 0

3 3 3 3 0 0

2 2 2 2 20

1 1 1 1 1 1

El total de cambios de posicién de filas es:

1 -1 -1
(n—1)+(n—2)+...+2+1:#-(n—l):%.
Por tanto:

n 0 0 ... 00 O

n—1 n-1 0 0 0 0

n—2 n—2 n—2 0 0O n(n —1) n(n—1)

det oo s =) 2 nan-1)n-2)...2-1=(-1) 2 nl

3 3 3 3 00
2 2 2 ... 2 20
1 1 1 ... 11 1

Finalmente calculamos la traza que es la suma de los términos de la diagonal traza(P,) = > (Py)i-
Nos fijamos en que:

isit<n+1-—1 1512t <n+1
(Pp)is = =
Osit>n+1-—1 0si2i>n+1
es decir los elementos de la digonal no son nulos mientras 2 < n 4+ 1. Por tanto:

- Si n es impar, los términos de la diagonal no son nulos hasta la fila i = (n 4 1)/2. Queda:

traza(P,) = Z(Pn)“. = Z (Pn)i = 1+ (n2+ /2 n;rl _(n+ 1)8(n+3)

- Si n es par, los términos de la diagonal no son nulos hasta la fila i = n/2. Queda:

n n/2
traza(Py,) = Z(P")“ = Z(Pn)i - 1 +2n/2 . g _ N(n8—|— 2)

i=1 i=1




17.— Dado n € IN se define la matriz P, € My, xn(IR) como:

280>
(Pn)ij =
1sii<j
(i) Escribir la matriz Py.
1 1 11
2 1 11
Fi=la 2 11
2 2 21

(ii) Hallar el determinante de Py.
Lo hallaremos en general en el apartado siguiente.
(iii) Para cualquier n > 2, hallar det(P,), traza(P,), det(P°2°).

La matriz es:

1 1 1 1
2 11 1 1
2 1 1 1
P,=. . :
2 2 2 ... 11
2 2 2 ... 21

Para calcular el determinante restamos el doble de la primera fila a todas las demés:

1 1 1 ... 1 1
o -1 -1 ... -1 -1
0 o -1 ... -1 -1
det(P,,) = det . .o . ==t
0 0 0o ... -1 -1
0 0 0 ... 0 -1

En particular para n = 4, det(P;) = (—1)*"! = —1.

La traza es la suma de los términos de la diagonal:

traza(P,)=1+1+1+4+...4+1=n.

n veces

Finalmente por las propiedades del determinante:

det(PzOQO) _ det(Pn)ZOQO _ ((_l)n—1)2020 — (_1)2020(n—1) - 1.



ALGEBRA LINEAL I Soluciones a los problemas adicionales
Matrices y determinantes (Curso 2022-2023)

I.—

II.—-

En el conjunto de las matrices n x n de elementos reales, demostrar que si AAT = Q, entonces A = Q.

Llamemos B = AT. Entonces por definicién de traspuesta, bij = aj;. Ahora por hipotésis
Q = AA* = AB. Haciendo el producto vemos que para cualquier 4, j con, 1 < 4,5 < n:

n n
0= E aikbr; = E QikGjk
k=0 k=0
En particular, si ¢ = j:
n n
0= I 2
— Ak Qi = A
k=0 k=0

Por ser A una matriz con coeficientes reales, los cuadrados a?k son siempre nimeros no negativos. Si su
suma es cero, todos ellos han de ser cero, y deducimos que a;; = 0 para cualquier ¢,k con, 1 <1,k < n.
Por tanto A = Q.

(Primer parcial, febrero 2000)

Calcular las potencias n-simas de las siguientes matrices:

El método (jde momento!) més usual es hacer ”a mano” las primeras potencias y luego encontrar una
regla general:

1 00
A=10 3 0
2 01

Calculamos las primeras potencias

100 1 0 0
A2=10 9 0], A=[0 271 0], A'=
4 0 1 6 1

0 o~
oXo

Parece razonable pensar que, en general:

1 0 0
A= 0 3" 0
2n 0 1

Hay que comprobarlo. Se hace por induccién. Para ello:
- Vemos que se cumple para Al

- Comprobamos que, si suponemos cierta la férmula para n — 1, entonces se cumple para n, es decir:

1 0 0 1 0 0
AT =A- A1 = 4. 0 3=t o]l=10 3" 0
20n—1) 0 1 on 0 1



Calculamos las primeras potencias:

N I ) R R

Ahora es facil continuar porque:
B®=B-B*=(-4)B; B°®=(-4)B* B"=(-4)B% B®=(-4)Id;

En general, el exponente n siempre lo podemos escribir como n = 4d + r donde r es el resto de dividir
n entre 4 y por tanto es un nimero entero comprendido entre 0 y 3. Tendremos:

B" = B4d+r — (B4)d .B" = (_4)d]—d_Br — (_4)dBr
En definitiva escribimos el resultado dependiendo de los 4 posibles valores de r:

B" = (—4)¢. ((1) (1)> sin = 4d;

B”—(—4)d-(_} 1),sin=4d+1;
B"_(—4)d-(_g g),sin:4d+2;
B”(4)d~(_§ _§>,81n4d+3;
0 a O
(cC=10 0 b
c 0 O
Hacemos las primeras potencias:
0 0 ab abc 0 0 1 0 0
C?’=1|b 0 0|, 3=\ 0 aec 0 |=abc[0 1 0
0 ac O 0 0 abc 0 0 1

Paramos en la tercera potencia. Nos fijamos que C® = abcld. Ahora es muy facil multiplicar por C3.
Podemos en general hacer lo siguiente. Dado n > 0, sabemos que n = 3¢ + r, donde q es el cociente y
r < 3 es el resto de dividir n por 3. Por tanto:

C" = C3T" = (C?)1C" = (abel )10 = a9b1ciC"

aqchq 0
aqchq 0 , sin=3¢;
albicd

alb? c‘”l 0 0

0 qdt1patica

aqbq+1cq+1 0 0 , sin=3q+2.
adt1pacatl 0

adt1picd 0
0 a? + b3t | | sin =3¢+ 1;



III.—

a® ab ac

D= | ab b*> bc |.Hacemos las primeras potencias:
ac bc c?

a* + a?b? + a?c?  aPb+ ab® + abc®  aPc+ ab’c+ add
D? = [ a®b +ab® +abc®  a?b? +b* + 0> albe+ e+ b | = (a® + b2 + 2D
adc+ab’c+ac®  abe+ b+ b3 aPP + b2+

Ahora es facil seguir haciendo las potencias de D, porque:

D? = D?D = (a® + 0> + ¢*)D? = (a® + > + ¢*)*D
D*=D3D = (a®> +b* + *)?D? = (a® + b* + *)*D

En general vemos que;
D" = (a2 +b2 +02)n_1D

De nuevo hay que comprobarlo por induccién:
- Paran = 1 es cierto, ya que D! = (a? +b*> + ¢?)!7'D = D.

- Lo suponemos cierto para n — 1 y lo probamos para n:

DRZDn_1~D:(a2+b2+02)n_2D-D:(a2—|—b2+02)n_2D2:
:(a2—|—62—|—02)"_2(a2+b2+02)D:(a2+b2+62)"_1D.

Para las siguientes familias de matrices no singulares de M« (K), decidir si verifican alguna de las
dos condiciones: (a) dada una matriz de la familia, su inversa también pertenece a la familia; (b) dadas
dos matrices de la familia, su producto también pertenece a la familia.

las matrices simétricas requlares,

(a) CIERTO. Que sea regular simplemente significa que tiene inversa. Y una matriz simétrica es aquella
que coincide con su traspuesta.

Hay que probar que si una matriz es simétrica su inversa es también simétrica.

Basta usar las propiedades de la trasposicién: (A=1)! = (A!)~1 pero por ser A simétrica A® = A, luego
(A1)t = A=! y por tanto la inversa es simétrica.

(b) FALSO. Dadas A, B simétricas, veamos si lo es AB. Tenemos (AB)! = B'A¢; por ser A, B simétricas
deducimos que (AB)! = BA. Teniendo en cuenta que el producto de matrices no es conmutativo, en
general BA # AB y por tanto AB no tiene porque ser simétrica. Veamos un ejemplo del de dos matrices
simétricas cuyo prdoducto NO Ilo es:

0 1 10 0 2
=) m=los) =00

las matrices regulares que conmutan con una matriz dada A € My (K),

(a) CIERTO. Supongamos que una matriz regular B conmuta con A. Veamos que también conmuta
su inversa. Por conmutar A yB se tiene AB = BA. Multiplicando ambos términos, por la derecha y
por la izquierda por B~! tenemos, B"'ABB~! = B"'BAB~!. Y como BB~! = BB = I queda,
B7'A=AB"".

(b) CIERTO. Supongamos que B y C' conmutan con A. Veamos que entonces BC también conmuta

con A:
(BC)A = B(CA) = B(AC) = (BA)C = A(BC)



(3) las matrices ortogonales.
Una matriz ortogonal es aquella cuya inversa es igual a su traspuesta.

(a) CIERTO. Sea A ortogonal (A* = A~!). Veamos que A~! es ortogonal:
(Afl)t — (At)fl — (Afl)fl

Vemos que su traspuesta coincide con su inversa y es ortogonal.

(b) CIERTO. Sean A, B ortogonales. Veamos que AB es ortogonal.
(AB)! = B'A' =B 'A™' = (AB)™!

Luego vemos que su inversa coincide con su traspuesta.

IV.— Sea A una matriz columna de orden n x 1 tal que A'!A =1 y B = Id,, — 2AA*. Demostrar que:
a) B es simétrica

Hay que comprobar que B? = B. Pero:

B! = (Id, — 2AA") = Id!, — 2(AA")" = Id,, — 2(A")'A* = Id,, — 2AA" = B.

b) B~l = Bt

Ahora veamos que BB = Id. Como B! = B tenemos:
BB! = BB = (Id, — 2AA")(Id,, — 2AAY) = Id, — 4AA" + 4AA' AA",
Ahora usamos que A'A = 1:

BB' = Id, — 4AA" + 4A (A'A) A = Id,, — 4AA" + 4AA" = Id,.
——
1

(Primer parcial, enero 2008)

V.— Para cada n € IN se define la matriz A,, € My xn(IR) como:
0sii=j
Qs —
“ isiitj
(i) Escribir explicitamente la matriz Ay.

Ay =

=W N O
W O =
= O N =
S W N

(ii) Calcular det(Ay).

Segun la férmula que veremos en el apartado siguiente:

det(Ay) = 41(4 —1)(-1)* 1 = —72.

(iil) Paran > 2, calcular traza A,, det(A,) y rango(Ay,).



Tenemos:

1 1
0 2

n—1 n—-1 n-1

n

Entonces:

n n

1 1
2 2
3 3
0 n—1
n 0

traza(A,) =04+404+0+...404+0=0.

Para calcular el determinante comenzamos sacando en cada fila un factor comin: 2 en la segunda fila,
3 en la tercera, 4 en la cuarta, etctera...

1A =2-3-..

—_

(n=1)-n- :
1
1

—_

11
11
11
0 1
10

Continuamos sumando todas las filas a la primera y después sacando factor comina a n — 1:

n—1 n—-1 n-—1
1 0 1
Ad=nt| o
1 1 1
1 1 1

n—1 n-—1

1 1
1 1
0 1
1 0

Restamos ahora la primera fila a las demas y concluimos:

1 1 1 1

0 -1 0 0

0 0 -1 0
|A,] =nl(n—1) . )

0 0 0 -1

0 0 0 0

111 ... 1 1

1 1 ... 1 1

1 1 0 1 1
=nlln—1) :

111 0 1

1 1 1 1 0

=nl(n—1)(-1)""1

Para n > 1 vemos que el determinante es no nulo y por tanto rango(4,) =n. Paran=1, A; = (0) y

su rango es 0.

VI1.— Sea X una matriz cuadrada de tamanio n x n y elementos reales. Sea k un ndmero par. Probar que si
X* = —Id, entonces n es también un nidmero par.

Si se cumple que X* = —Id, aplicando determinantes obtenemos que

Pero det(X*) = det(X)* y det(—Id) = (—1)". Por tanto:

det(X*) = det(—1Id).

det(X)* = (-1)»

Como k es par, det(X)" es positivo; entonces (—1)" ha de ser positivo y en consecuencia n tiene que

ser un numero par.



VII1.— Dada la matriz m x n con m,n > 1,

1 2 oo n—1 n

n+1 n+ 2 .. 2n—1 2n

A= . . ) . .
(m—1n+1 (m—1n+2 ... mn—1 mn

expresar a;; en funcion de i y j, y calcular su rango.

El término a;; es de la forma:
ai; =j+(@—1)-n

Para hallar el rango hacemos operaciones fila y columna sobre la matriz A.
Le restamos la primera fila a todas las demas:
1 2 e n—1 n
(m—1n (m—1)n ... (m—1n (m—1)n

Ahora le restamos la primera columna a todas las demas:

1 1 ... n—2 n-1
n 0 ... 0 0
(m—1n 0 ... 0 0
Vemos que las filas 3, ..., m son proporcionales a la segunda. Por tanto el rango es a lo sumo 2. Para

ver que el rango es exactamente 2 basta mostrar un menor 2 x 2 de determinante no nulo:

11
n 0]
a b c 2p —a+u 3u
VIII.— SiA=|p q r | ydet(A) =3, calcular det(2C~1') donde C = [ 2¢ —b+v 3v
U vow 2r —c+w 3w

En primer lugar se tiene:
8

~ det(C)

det(2C71) = 23det(C™1)

Ahora, aplicamos las propiedades de los determimantes para expresar el determinante de C' en funcién
del determinante de A. Sacamos factor comtn a 2 en la primera columna y a 3 en la iltima:

p —at+u u
det(C)=2-3-det| ¢ —-b+v v

r —c+w w

Le restamos la tercer columna a la segunda:

p —a u
det(C)=6-det | ¢ —-b v
r —c w

Cambiamos de signo la segunda columna (cambiando de signo del determinante):

det(C) = —6 - det

=R
o e

u
v
w



Intercambiamos las dos primeras columnas (el determinante cambia de signo);

det(C) =6 - det

o o
S Q3

u
v | = 6det(A").
w

Finalmente el determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta. Por tanto:
det(C) = 6det(A") = 6det(A) = 6 -3 = 18.

y sustituyendo en la expresion de partida:

det(2071) = 23det(C™1) = =— =,

Calcular el siguiente determimante:

0 x1 =z Ty

X1 1 0 0

T9 0 1 0

z, 0 O 1
¢ Para qué valores reales de x1,xo, ..., T, se anula?.

Para hallar el determinante lo transformamos mediante operaciones elementales que conserven su valor.
Sumaremos a la primera fila la segunda multiplicada por —z1, la tercera por —xs, la cuarta por —z3 y
asi sucesivamente. Nos queda:

—z?—a3—...—22 0 0 0
x 1 0 0
9 0 1 0
T, 0 0 ... 1

Es una matriz triangular; el determinante es el producto de los términos de la diagonal:

2
ne

S S B
El determinante se anula cuando:

4l 22 =0.

Pero como el cuadrado de un ntimero es siempre no negativo, la tnica posibilidad para que se anule la
suma de cuadrados es que todos los términos sean nulos, es decir:

l‘l:l‘gz...:xnzo.



X.— Dadosn € N y a,b € IR se considera la matriz A € My, xn,(IR):

a+b a a a a
a a+b a a a
a a a+b ... a a
A= .
a a a ... a+b a
a a a a a+b

(i) Hallar det(A) en funcion de a,b,n.
(ii) Hallar rango(A) en funcidn de a,b,n.
Comenzamos haciendo operaciones elementales fila que conservan en rango y el determinante.

Restamos la primera columna a todas las demés:

a+b —-b —-b ... —b —b
a b o ... O 0
a 0 b ... 0 0
a 0 0 b 0
a 0 0 0 b

Sumamos a la primera fila todas las demés:

na+b 0 0 0 0
a b 0 ... 00
a 0O b ... 00
a 0 0 b 0
a 0 0 0 b

La matriz es triangular. Por tanto su determinante es el producto de los términos de la diagonal:

det(A) = (na + b)b" 1.

El rango (dado que estd escalonada por columnas) es el nimero de columna no nulas.
-Sib=0y a=0,la matriz es la matriz nula. Por tanto rango(A4) = 0.

-Sib=0y a#0, todas las columnas (de la forma escalonada) excepto la primera son nulas. Por tanto
rango(A) = 1.

- Si b # 0, las n — 1 ultimas columnas son no nulas. El rango es al menos n — 1. La primera columna
serd nula dependiendo de si an + b = 0. Deducimos:

~Sib#0ya=—b/n entonces rango(4) =n — 1.
- Sib#0y a# —b/n entonces rango(A) = n.

XI.— Hallar el siguiente determinante para n > 2

r1+yr 1+yY2 T1+yYs - T1+Yn
Tot+yr X2+y2 T2ty - T2t Yn
A,=|T3+Yy T3+y2 z3+ys - T3+Yn



Restamos a las filas 2,3, ..., n la primera fila. Queda:

Ti+y Tity2 T1—x1 o T1— T
T2 — X1 To — X1 To — X1 s T — X1
A,=|¥3—-21 T3—TL1 X3—T1 - T3 T
Lp — X1 Ty — L1 Tpn —T1 - Ty — X1
Vemos que en cada fila 2,3,...,n los términos son iguales. Por las propiedades del determinante,
podemos sacarlos fuera:
T1+y1 T1+Y2 T1—x1 0 T — X1
1 1 1 1
Ay = (w2 — 1) (23 — 1) - .. (T) — 1) 1 1 1 1
1 1 1 1

Entonces si n > 2, hay dos o mas filas iguales y por tanto el determinante es O.

Sin =2 queda:

r1 + xr1 +
Ay = (2 — 1) 11y1 11y2 = (22 — 21)(y1 — ¥2)

(Primer parcial, febrero 2003)

XII.— Calcular en funcién de x el siguiente determinante:

1 x 22 1

z 22 1 1
det 2 1 1 =z

1 1 x  x?

¢ Para qué valores reales de x se anula?.

Hacemos operaciones elementales para simplificar el determinante. Comenzamos sumando todas las
fila a la primera:

24 z+22 24z+2%2 24x+22 24 x4+ 22

x x? 1 1
det x? 1 1 x -
1 1 T x?
1 1 1 1
2
- 9 z z= 1 1]
= (24 x4+ z%)det 2 0101 2|7
1 1 z 2?2
1 0 0 0
2
. 2 r -z l—-oz 11—z | _
=2+ +a%)det 2 1—2%2 1—2%2 z—22| "
1 0 z—1 22-1
2—z l—z 11—z
=2+x+atdet | 1 -2 1—-2% z—2°|=

0 r—1 22-1

x -1 —1
=Q2+z+a2H)(z—-1)3%det | -1—2 —1-z -2 |=
0 1 z+1
0 0 -1
=2+z+2))(z—-1)3%det | -1-z—-2> -1 -z |=
?+z -z z+1

—rz—a2 -1

-1
_ 2y(0 _ 1)3
=—-Q2+z+2°)(z—-1) det( 224 —:v

) =@t e - Dl 4 242



El determimante se anula en las raices de cada factor:

71:|:\/174§Z]R

24422 =0 < z= 5

r—1=0<«<= z=1

z=0
2 4224+2=0 = z=-1+V/1-2¢R

Es decir se anula para x =06 z = 1.

XIII.— Dado n € IN se define la matriz P, € My xn(IR) como:

i sid<
(Pn)z'j{

(1) Escribir la matriz Py y hallar su determinante.

Por la defincién dada los elementos de la matriz uno si se encuentran en una fila mayor que la columna
y valen el nimero de fila en el que estan en otro caso. Por tanto:

1 11
Py =

— =N =

1 2 2
1 3 3
1 1 4

Hallaremos el determinante en general en el apartado siguiente.

(ii) Para cualquier n > 2, hallar det(P,,), traza(P,) y det(P;1).

Tenemos:
1 1 1 1 1
1 2 2 2 2
1 1 3 3 3
P, = T : :
111 ... n—1 n—-1
1 1 1 ... 1 n

Para hallar el determinante a cada fila le restamos la primera.

111 1 1
01 1 1 1
0 2 ... 2 2
det(P,) =det | . . . : . =112 -1 =(—1)
00 0 n—2 n-—2
00 0 0 n-1

Aplicado al apartado anterior:
det(Py) = (4—1)! =3l =6.

La traza es la suma de los elementos de la diagonal:
traza(P,) =1+2+...4n=

Por ultimo:




XIV.— Sean>2y A€ Myy,(IR), una matriz inversible. Sea adj(A) su matriz adjunta. Probar que:
(a) det(adj(A)) = det(A)"~1.

Sabemos que:
1

-1 _
AT = det(A)

adj(A).
De donde:
adj(A) = det(A) - A7,

Aplicando determinantes queda:

det(adj(A)) = det(det(A) - A=Y) = det(A)"det(A~1) — d;;fﬁ; — det(A)"1.

(b) adj(adj(A)) = det(A)"2 - A.

Como antes sabemos que:
adj(A) = det(A) - A1,

Entonces:

adj(adj(A)) = det(adj(A))-adj(A) ™ = det(A)" - (det(A)- A1) = det(A)*'-det(A) A = det(A)" 2 A.

XV.— Sean A, B € Max2(IR). Razonar la falsedad o veracidad de las siguientes afirmaciones:
(i) Sirango(A) =1 entonces rango(AB) < 1.
VERDADERO. Como rango(A) =1y A € Max2(IR) se tiene que det(A) = 0. Entonces:
det(AB) = det(A)det(B) = 0-det(B) =0
y asi rango(AB) < 2, es decir, rango(AB) < 1.

(ii) Sirango(A) = rango(B) entonces rango(AB) = rango(A).

0 1) entonces rango(AB) = rango(0) = 0 # 1 = rango(A).

FALSO. Por ejemplo si A =B = (O 0

(iii) rango(A) + rango(B) = rango(A + B).

FALSO. Por ejemplo si A = B = <
rango(A+ B) = 2.

(1) (1)> entonces rango(A) + rango(B) = 2 4+ 2 = 4 pero

(iv) rango(A) + rango(B) > rango(A + B).
FALSO. Por ejemplo si A = B = 0 entonces rango(A) + rango(B) = 0 = rango(A + B).



