ALGEBRA LINEAL I Algunas soluciones a la Practica 1
Conjuntos y aplicaciones (Curso 2020-2021)

1.— Dados los siguientes conjuntos:

A={2,3,5711}
B={xeZlx >4}
C={zeZ||z] <5}

D = {x € Nl|z es impar}

Hallar:
i) (AnB)uUC.

Tenemos:
ANB={5711}.
C={0,-1,1,2,-2,3,-3,4, —4}

de donde:
(ANB)UC = {0,-1,1,2,-2,3,-3,4,—4,5,7,11}.

ii) (Z-D)NC.

Z—D={zxe€Zlx¢g D} ={x € Z|x no es impar o no positivo} =

= {z € Z|x es par o no positivo}
Entonces:

(Z-D)NC ={zxeClz ¢ D} ={0,-1,2,-2,-3,4, —4}.
iii) (C'UA)NB.

CUA=1{0,-1,1,2,-2,3,-3,4,—4,5,7,11}.

y entonces:
(CUA)NB = {5,7,11}.

iv) (AU (Z —-B))n(CUD,).

Podemos aplicar la propiedad distributiva y queda:

(AU(Z-B))N(CUD)=(ANC)U(AND)U((Z-B)nC)U((Z— B)n D)



Entonces:
ANC ={2,3}
AND=1{3,57,11}
(Z-B)nC={0,-1,1,2,-2,3, -3, -4}
(Z—-B)nD =1{2,3}

de donde:

(AU(Z - B))N(CUD) ={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,5,7,11}.

2.— Dados dos conjuntos X eY se define la diferencia simétrica de ambos como:

XAY = (XUY)— (XNY)

Si uno representa graficamente esta operacién (sombreando ambos conjuntos, la unién,
excepto la parte comun, la interseccién) queda:

X ¥

XAY

El dibujo ayuda a entender intuitivamente el problema.

(i) Sea A ={a € N|1 <a <3}, B={zc N[ <z?<20}, C=1{1,24}. Calcular
(AUB)AC, AA(BNC) y CAB.

Tenemos:

A={aeN[1<a<3}={1,23}

B={zxeN[l<z?<20}={zeN1<z<V20}={23,4}
C ={1,2,4}

Entonces:

AUB=1{1,2,3,4}, BnNC={2,4}.



y

(AUB)AC = {1,2,3,4}A{1,2,4} = ({1,2,3,4} U {1,2,4}) — ({1,2,3,4} N {1,2,4}) =
= {1,2,3,4} — {1,2,4} = {3}.

AA(BNC) = {1,2,3}A{2,4} = ({1,2,3} U{2,4}) — ({1,2,3} N {2,4}) =
={1,2,3,4} — {2} = {1,3,4}.

CAB ={1,2,4}A{2,3,4} = ({1,2,4} U {2,3,4}) — ({1,2,4} n{2,3,4}) =
={1,2,3,4} — {2,4} = {1, 3}.
(ii) Razonar si es cierto o no en general que:

(XUY)AZ = (XAZ)U (YAZ)

Es falso. Basta tomar como ejemplo los conjuntos del apartado anterior: X = A =
{1,2,3}, Y =B=1{2,3,4}, Z=C=/{1,2,4}.

Se tiene que (esta calculado en el apartado anterior)

(XUY)AZ = (AUB)AC = {3}.

" (YAZ) = (BAC) = (CAB) = {1,3}.
Ademis:
(XAZ)=(XUZ)—(XNZ)={1,2,3,4} — {1,2} = {3,4}.
Por tanto:
(XAZ)U (YAZ) = {1,3,4} £ {3} = (X UY)AZ.
Visulamente:

X X X Y

/3 /3)
AV 7

(XuY)AZ (XAZ) u(YAZ)




3.—

Sean A,B,C tres conjuntos. Razona la falsedad o veracidad de las siguientes
afirmaciones:

(iii) St ANC = C entonces C C A.

VERDADERQO. Supongamos que AN C = C. Para probar que C C A tomaremos
x € C'y probaremos usando la hipéteiss que = € A.

SizeCyC=ANC, entonces x € ANC y por tanto en particular x € A.

(v) Si AN B =0 entonces (AUC)N(BNC) = .

FALSO. Por ejemplo A = {1}, B = C' = {2}. Se tiene que AN B = () pero:

(AuC)n(BNC)={1pu{h)n{2n{2}) = {1,2} n{2} = {2}.

(vi) SiANB=BNC =0 entonces ANC = .

4.—

(b)

FALSO. Por ejemplo A = C = {1} y B = {2}. Se tiene que:
ANB={1}n{2} =0, BnC={2}n{1} =0

pero:
ANC = {1}n{1} = {1}.

Sea f : X — Y wuna aplicacion, y sean A, B dos subconjuntos de X. Decidir
razonadamente si las siguientes afirmaciones son ciertas en general y para las que
resulten no serlo, si son verdaderas bajo la hipdtesis suplementaria de que f sea
iyectiva o sobreyectiva.

f(AUB) C f(A)U f(B)

ye f(AUB)=y=f(x),r€e AUB=y=f(x),r€c Abxr e B=
=yef(Ad)dye f(B)=ye f(AU[(B)

Por tanto ES CIERTO SIEMPRE.

(AU f(B) C f(AUB)

ye f(A)UF(B)=ye f(A)bye f(B)=y=f(r),zeAdy= f(a'),s' e B=
=y=f(x),re AUB=y¢€ f(AUB)

Por tanto ES CIERTO SIEMPRE. Como consecuencia de (a) y (b):

f(AUB) = f(A)U f(B)




FXNA) CY N F(A)] (0JOY

ye f(X\A)=y=f(x),zecX,z¢gA

Vemos que y es imagen de un elemento = que no estda en A. Pero ?podemos asegurar
entonces que y no esta en f(A)?. En general NO podemos asegurarlo. De nuevo si f
no es inyectiva, pudiera haber otro elemento 2’ € A, x # z, tal que f(2') = f(z) = .

Asi la propiedad es cierta si f es INYECTIVA.

En el ejemplo del apartado anterior.

fF(X\A) = {0}
f(A) = {0}
Y\ f(4) = R\ {0}

y por tanto f(X \ A) Y \ f(A).

YA\ f(A) C f(X\ 4)|(i0JOY)

yeY\f(A)=yeY,yd& f(A) =y # f(x) para todo x € A =

Sabemos que y no es imagen de ningin elemento de A. Sin embargo, si f NO es
SOBREYECTIVA pudiera ocurrir que y no fuese imagen de ningin elemento de X y
por tanto y & f(X \ A).

Asi la propiedad NO es cierta en general. Si es cierta si f es sobreyectiva.

En el ejemplo anterior tampoco se cumple Y \ f(A) C f(X \ 4).

Dadas las siguientes aplicaciones estudiar si son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas.
Calcular también las aplicaciones inversas de las que resulten ser biyectivas

fi:IR—[0,2],z — cos(z) + 1.

Es analogo al caso anterior; explicamos las diferencias.

f1 NO es inyectiva.

f1 SI es sobreyectiva, porque el conjunto imagen ahora coincide con el final.

f1 NO es biyectiva, porque no es inyectiva.

fo: Rt — R,z — vy, si y2 = .

Estamos definiendo la ”aplicacién”’ que lleva un z en un nimero real que elevado al
cuadrado nos de x.

Sin embargo en realidad, fo NO es una aplicaciéon, porque cada elemento x mayor
que cero tendria dos imégenes, ya que hay dos nimeros que elevados al cuadrado nos

dan z: y =z 6 y = —/x.



(b”)

fo: Rt — Rt 2y, siy? = .

Ahora fo SI es una aplicacion. La diferencia con el caso anterior es que ahora como
conjunto final tomamos sélo los niimeros NO negativos. Entonces para cada z € IR
existe un vnico y € R tal que y? = z; en concreto y = ++/z.

Sabemos por tanto que la aplicacién puede escribirse ahora como fo(z) = —I—\/Zx)

fo SI es inyectiva. Ya que dados z,z € IRT cualesquiera, si fo(x) = fo(z) entonces
V(@) = \/(2) luego elevando al cuadrado obtenemos z = z.

fa SI es sobreyectiva. Ya que cualquier y € IRT es imagen de z = y2, porque,
fa(z) = fa(y?) = Vi =yl = .

fa SI es biyectiva. Por ser inyectiva y sobreyectiva. Por tanto tiene inversa. Su
inversa es:
-1 2
Iy RT — R ,y—y

Es la inversa porque f3 ' (f(z) = (V&2 = ¢ v folfy ') = +/4% = lyl = y, para
cualesquiera x € RT, y € R™.

f3:IR— R,z — tg(x).

De nuevo hay que tener cuidado. En realidad f3 NO es una aplicacién, porque hay
puntos del conjunto inicial dénde no estd definida la tangente. En concreto aquellos
en los que se anula el coseno. Por ejemplo para = = /2.

fi:R— R,z 2.

f4 es inyectiva, ya que si m% = x% entonces x1 = xg (OJO: esto no seria cierto si el
exponente fuese par ya que x y —z elevados a exponente par dan el mismo resultado).

f1 es sobreyectiva, ya que dado cualquier y € R, tomando = = yl/ 9 se cumple que
fal) = (%) = .

f4 es biyectiva, porque es inyectiva y sobreyectiva. La aplicacion inversa es:

iR — R,z 2!/

f5:IN — IN,n — nl.

f5 es inyectiva, ya que dos nimeros distintos tienen distinto factorial. Veamoslo
rigurosamente. Sean m,n € IN. Supongamos que son distintos. Entonces uno es
mayor que el otro. Suponemos por ejemplo m > n. Entonces:

m!=12.....n.(n+1)..... m=nl(n+1)..... m y por tanto m! > nly f5(m) # fs(n).

f5 NO es sobreyectiva, porque el conjunto final y el imagen son diferentes, ya que
hay ntmeros naturales que no son factorial de ningtin otro. De hecho, hemos visto
que el factorial es una funcién creciente, es decir si m > n, m! > n!. Los factoriales
de los primeros nimeros son 1,2, 6, ... luego vemos que quedan nimeros (p.ej. 3,4,5)
que no son factorial de ningiin otro.



(h)

f5 NO es biyectiva porque no es sobreyectiva.

fs :R?Z — R?, (z,9) — (z —y,z + ).

fs es sobreyectiva. Para comprobar esto, hay que ver si cualquier par de niimeros
reales (d, s) son diferencia y suma respectivamente de otros dos. Planteamos el sistema
de ecuaciones:

r—y =
r+y = S

d+s s—d
ey =

con fg(x,y) = (d,s). Vemos ademas que el para (d, s) es imagen de un tinico elemento.

Resolviéndolo vemos que x = .Y por tanto siempre existen (x,y)

fs es inyectiva. Vedmoslo. Supongamos fg(x1,y1) = fs(z9,¥y2); queremos que ver

entonces (z1,y1) = (x2,y2). Llamamos (d, s) a la imagen. Antes vimos que fijado (d, s)

d+s
2

obteniamos de manera tnica el elemento del cual es imagen, es decir: x1 =
s—d
2

fs es biyectiva porque es inyectiva y sobreyectiva. La aplicaciéon inversa la hemos
calculado antes:

ey = = y9. Por tanto tenemos la inyectividad.

r+y y—:z:)
2 7 2

fo 't R? — R?, (2,y) = (

fo: IR\ {0} — R, 2 — (z,1/2).

fo es inyectiva. Es bastante claro porque en la primera componente la aplicacién
es la identidad. Es decir, si fg(z1) = fo(x2), entonces (x1,1/x1) = (x9,1/x9) y por
tanto 1 = x9.

fo NO es sobreyectiva, porque el conjunto imagen es diferente del conjunto final.

En particular, no hay ningin elemento z € IR\ {0} tal que su imagen sea (0,0) ya que
f(x) = (x,1/x) y 1/ nunca es nulo.

fo NO es biyectiva, porque no es sobreyectiva.

Sean A, B, C, D conjuntos, f una aplicacion de A en B, g una aplicacion de B en
C, h una aplicacion de C en D. Probar que si go f y hog son biyectivas, entonces de
hecho f, g y h son biyectivas.

Tenemos las aplicaciones:

f:A— B
g:B—C
h:C— D



Y consideramos las composiciones:

gof:Ai)B&C

hog:B-2sc D

Supongamos que son biyectivas, es decir, inyectivas y sobreyectivas.

Por las propiedades de la composicion con respecto a la sobreyectivdad e inyectividad,
sabemos que:

g o f inyectiva = f inyectiva

h o g inyectiva = g inyectiva

y también:
g o f sobreyectiva = g sobreyectiva
h o g sobreyectiva = h sobreyectiva

Vemos que g es inyectiva y sobreyectiva, y por tanto es biyectiva.

1

Ahora recordemos que si g es biyectiva, g~ es biyectiva y ademas:

g log=idp
gog ! =ido

Como la composicién de aplicaciones biyectivas es biyectiva, obtenemos la biyectividad
de f y de h:

g lo(gof)=(glog)of=idpof=Ff

(th)og_l:ho(gog_l):hoidC:h

Sea h : X — X wuna aplicacion tal que existe un n € IN con h"™ = idx. Demostrar
que h es biyectiva. (Notas: h™ = ho.".oh; idx esla aplicacion identidad de X ).

Como la identidad es una aplicacién biyectiva y h' = idx, entonces h" es biyectiva y
sobreyectiva.

Ademés h" se puede escribir como hoh™ ™!, luego por las propiedades de la inyectividad
con respecto a la composiciéon deducimos que h es inyectiva.

h" también se puede escribir como h" 1l o h, luego por las propiedades de la
sobreyectividad con respecto a la composiciéon deducimos que h es sobreyectiva.

Por tanto h es biyectiva.

En realidad como
idy =h"=hoh™ 1 =hr""toh

deducimos que la A"~ es la funcién inversa de h y por tanto ésta es biyectiva.



9.—

Sea f: A — B una aplicacion. Demostrar que

(a) f es inyectiva si y sélo si existe una aplicacion g : B — A tal que go f =iy.

(b) f es sobreyectiva si y sélo si existe una aplicacion h : B — A tal que foh =ip.

(a) Veamos que: f inyectiva = dg:B — A/gof =iy

Se trata de definir una aplicacién g de B en A que, sobre elementos de la forma f(x)
nos permita recuperar x. Sobre elementos que no sean de la forma f(x) nos da igual
como funcione. Podemos por ejemplo ”enviarlos” sobre un elemento fijo ag cualquiera
de A. Definimos por tanto:

() = x, siy= f(x) para algin z € A;
I\Y) = ag, siy# f(x) para todo z € A.

Primero hay que ver que es efectivamente una aplicacion, es decir, que esta definida de
manera univoca. Podria ocurrir que y = f(z1) pero también y = f(x2) con x1,x9 € A.
Pero por ser inyectiva si f(z1) = f(x3), entonces x1 = 9, luego estd bien definida.

Es claro ademads por construccién que:
(go f)(@) =g(f(z)) ==

yasigo f=1dy.
Veamos el reciproco: 3g: B — A/go f=i4 = [ inyectiva

Simplemente tenemos en cuenta que iy es biyectiva y en particular inyectiva. Por
tanto si go f =14, entonces f es inyectiva.

Veamos que: [ sobreyectiva = Jh:B — A/foh=ip

Ahora por ser f sobreyectiva, dado y € B siempre podemos elegir un elemento x que
verifica f(x) = y. Llamamos a este elemento h(y) y tenemos definida una aplicacién
h: B — A. Es importante darse cuenta de que si f no es inyectiva no hay un tnico
elemento que cumpla f(x) = y; ELIGIENDO UNO para cada y € B, h estd definida
de manera univoca.

Por la propia construcciéon de h se cumple que, dado y € B:

(foh)(y) = f(h(y) =y

y asi foh =1dp.
Veamos el reciproco: 3h: B— A/foh=ip = [ sobreyectiva

Simplemente tenemos en cuenta que ip es biyectiva y en particular sobreyectiva. Por
tanto si f o h =14, entonces f es sobreyectiva.



10.—

(a)
(b)

Sean X eY conjuntos y f : X — Y wna aplciacion. Demostrar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

f es inyectiva.

Para cualesquiera subconjuntos A, B de X tales que AN B = (), se cumple f(A) N
f(B)=10.

- Supongamos primero que f es inyectiva. Veamos que se cumple la condicién (b). Sean
A, B subconjuntos de X tales que AN B = (). Si la condicién no fuese cierta, entonces
f(A) N f(B) # 0, es decir, existiria y € f(A) N f(B). Por tanto y = f(a) = f(b)
para algin a € Ay b € B. Pero por ser inyectiva si f(a) = f(B) entonces a = by
AN B # (0, con lo cual llegarfamos a una contradiccion.

- Supongamos ahora que cumple la condicién (b). Veamos que f es inyectiva. Sean
a,b € B; queremos ver que si a # b entonces f(a) # f(b). Pero si a # b entonces
tomamos los subconjuntos de X, A = {a} y B = {b} y se verifica que AN B = {.
Entonces por la condicién (b), f(A)N f(B) = 0 lo que significa que a y b tienen distinta
imagen por f.

(Primer parcial, febrero 2003)



