Algebra Lineal I Examen Final

Ejercicio tnico (3 horas) 6 de julio de 2020

1.-

(i)

(iii)

Con las 27 letras del alfabeto y los digitos del 0 al 9 se forman contrasenas de 8 caracteres (pueden
repetirse).

¢ Cudntas contrasenas distintas pueden crearse?.

Para formar una contrasena hay que seleccionar 8 caracteres entre un total de 27 4+ 10 = 37 posibles
(entre letras y ndmeros) pudiendo repetirlos y teniendo en cuenta que el orden en que aparezcan
diferencia una contrasena de otra. Son por tanto variaciones con repeticién de 37 elementos tomados
de 8 en &:

V Ry s = 37° = 3512479453921.

s Cudntas de ellas estdn formadas por exactamente 6 letras y 2 digitos?.

Primero contamos las formas de contar en que 2 posiciones entre las 8 posibles estan los dos digitos.
Son las formas de elegir 2 elementos entre 8 posibles sin importar el orden (da igual decir que estén en la
posicién cuarta y sexta que en la sexta y cuarta) y sin repetir: combinaciones sin repetecién Cy o = (S)

Una vez fijados donde iran las letras y niimeros, como en el apartado 1 las formas de elegirlos en cada
caso son variaciones con repeticién. En total queda:

8.7
Cso+VRorg VR =15 275 . 10% = 1084777369200.

¢ Cudntas tiene al menos una letra y un ndmero?.

Restamos del total (calculado en el primer apartado) las que no tienen letras y las que no tienen
numeros.

Las que estén formadas sélo por letras son (razonando como en (i), V Rarg = 275.
Las que estan formadas sélo por nimeros son , V Rygg = 275.

Por tanto las que tienen al menos una letra y un niimero son:

VR378 — VRarg — VRigg = 375 — 27% — 10% = 3229949917440.

(1 punto)

1 1 0 1 01 0 O
Dadas las matrices A=11 2 1 2 yB=(1 0 0 0
1 1 1 1 0 01 0

Hallar (si existe) una matriz inversible X tal que XA = B.

La existencia de X en las condiciones indicadas corresponde al hecho de que A y B sean equivalentes
por filas, siendo X la matriz de paso.

Para analizar si son equivalente por filas hallamos y comparamos las formas candnicas reducidas por
filas de cada una de ellas:

o fU 01\ /110 1\ (1000
ATREUIRCU L ) 26V g 1 0 1) 25V [0 1 0 1
0010 0010 0010



B3

OO =
(=)
= o O
o O O

Vemos que las formas candnicas reducidas por filas NO coinciden, por tanto NO son equivalentes por
filas y no existe la matriz X pedida.

(ii) Hallar (si existe) una matriz inversible Y tal que AY = B.

Ahora la matriz Y multiplica por la derecha. El problema es andlogo al del apartado anterior pero
ahora con equivalencia por columnas.

Analizamos las formas canoénicas reducidas por columnas de ambas.

100 0 100 0 100 0
AP GUraGED [y g g | meGeeCEhreCED [ o o | msED [5 1 o g
1010 101 0 0010
y
100 0
BEx5 0 1 0 0
0010

Obtenemos la misma forma reducida; por tanto si son equivalentes por columnas y existe la matriz Y
pedida. Para calcularla hacemos sobre la identidad las mismas operaciones columna que hicimos sobre
A y despueés la inversa y en orden inverso de las que hicimos sobre B:

1 -1 0 -1 2 -1 1 0

p21(=Dpar(=1) | O 1 0 0 | mz(=Dps2(=Dpaz(=1) | —1 1 -1 —1 1) ms(=1)
Id ™ — " — 0 0 1 0 — T — 0 0 1 0 —
0 0 0 1 0 0 0 1
1 -1 1 0 -1 1 1 0
mﬁl) 0 1 -1 -1 uf;,l_>=u12 1 0 -1 -1
-1 0 1 0 0 -1 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

(iii) gSon A y B matrices equivalentes?.

Si; acabamos de ver que son equivalentes por columna y por tanto son equivalentes.

(iv) Estudiar si AA* y BB son congruentes.

Tenemos:
11011§1 3 5 3 0100 (1)(1)8
AAT =1 2 1 2 =5 10 6|, BB'=11 0 0 0 =1Id
111 1) \Y b 3 6 4 0010 001
1 21 000

Son dos matrices simétricas. Son congruentes si al diagonalizarlas por congruencia (mismas operaciones
fila y columna) se obtienen matrices con los mismos signos en la diagonal. La matriz BB! ya estd
diagonalizada: es la identidad con tres signos positivos en la diagonal.

Veamos que ocurre con AA!:

a1 (=3/3) Har (< Dpens <5/ =) (0 00 V) m 500 ey (2000
AAL TR PRS0 5/3 1 | PR o 1 1 RS o 1o
0 1 1 0 1 5/3 0 0 2/3

Vemos que en la forma diagonalizada también aparecen tres signos positivos. Por tanto AA* y BB? SI
son congruentes.

(1.8 puntos)



=5 calcular:

oo o
o = W

2
3.— Sabiendo que det | a
1

2 —3a b 0
(i) det 2 b 3
5 20+5 c¢c+6

Aplicamos las propiedades de los determinantes. Comenzamos restando la segunda fila a la primera y
el doble de la segunda a la tercera:

—3a 0 -3 a 0 1 2 b 3
2 b =-3(2 b 3|=3|a 0 1|=3-5=15.
1 5 ¢ 1 5 ¢ 1 5 ¢

b 5 0

(ii) det 4 c+2 2
a+2 2a+1 2a

Comenzamos sacando factor comun a 2 a la tercera columna; luego multiplicada por 1 y por 2 se la
restamos a las primeras:

b 5 0 b 5 0 b 0 5 a 1
21 4 c+2 1|{=2|3 ¢ 1|=-2{3 1 ¢|=2 1 c¢|=
a+2 2a+1 a 2 1 a 2 a 1 0 5

(1.2 puntos)

4.— En el espacio vectorial R® dado el pardmetro a € R se definen los conjuntos:

U={(z,y,2) e R®*z+y+ 2z =0}, vV =,£{(1,-1,1),(1,a,1)}

(i) En funcién de a calcular dim(U), dim(V), dim(U +V) y dim(UNV).

El subespacio U viene dado por una ecuacién implicita. Su dimensién es:

dim(U) = dim(IR*) — n de ecuaciones = 3 — 1 = 2.

El subespacio V' viene dado por sus generadores. Su dimensiéon es el nimero de generadores
independientes; equivalentemente el rango de la matriz que forman sus coordenadas en la base canénica:

dim (V') = rango =11 — ranao 1 -1 1) _ J2sia#-1
= g 1 a 1 - g O a+1 0 = ]_Sia:_]_

Para hallar dim(U + V) calculamos primero los generadores de U resolviendo paramétricamente su
ecuacion implicita:

xr=—-a—>
r+y+z2=0 = zrx=—-y—z = y=a = U=/,{(-1,1,0),(-1,0,1)}
z="b



(iii)

Entonces U +V esté generado por los generadores de ambos subespacios; equivalentemente corresponde
al rango de su matriz de coordenadas. Podemos usar los generadores de V' previamente escalonados:

-1 1 0 -1 1 0

. -1 0 1 -1 1
dim(U 4+ V) = rango 1 1 | =rango 0 0 L= 3

0 a+1 O 0 a+1 O

Por tltimo usamos la férmula de las dimensones, dim(U N'V) = dim(U) + dim(V) — dim(U + V):

a v v U+V UnV

a=-1 2 1 3 0
at-1 2 2 3 1
Para a = —1 probar que los subespacios U y V' son suplementarios. Calcular ademds la proyeccion del

vector (3,2,1) sobre V paralelamente a U.

Dos subespacios de IR® son suplementarios si U +V = R} y UNV = {6}, equivalentemente si
dim(U +V) =3y dim(UNV)=0. Pero acabamos de ver en el apartado anterior que para a = —1
esto se cumple.

Para calcular a proyeccién del vector (3,2, 1) sobre V paralelamente a U tomamos una base B formada
por vectores de U y de V:

B ={(-1,1,0),(~1,0,1),(1,-1,1)}
N——
U |4

Escribimos las coordenadas del vector dado en la base B mediante la matriz de cambio de base:

-1 -1 1 1 2 1 3 8
Mcp = 1 0 —-1|=Mpec=M;p=-1 -1 0], Mcgl2| =1[ -5
0 1 1 1 1 1/ 6/ 5
De donde:
(3727 1) = (8, 7536)3 = 8(*]% 170) - 5(71707 1) +6(17 -1, 1)
U 1%
y asi:

proyy(3,2,1) =6(1,—1,1) = (6, —6,6)

Demostrar que B = {(0,0,1),(1,0,1),(0,1,1)} es una base de IR®.

Dado que dim(IRS) = 3, para que tres vectores formen base es suficiente que sean independientes.
Equivalentemente que el rango de su matriz de coordenadas sea 3:

0 0 1 1 0 1
rangol 1 0 1| =7rango| 0 1 1] =3
0 1 1 0 0 1

Para a = 0 hallar las ecuaciones implicitas de V' respecto de la base B.

Para a = 0 tenemos que V = £{(1,—1,1),(0,1,0)}. De ahi sus ecuaciones paramétricas en la base
candnica son:
r=a, y=-—-a+b, z=a.

Obtenemos la implicita en la base candnica eliminando parametros:

r=z <= x—z=0.



La reescribimos matricialmente para hacer el cambio de base:

x x
r—2z=0<= (1 0 -1)|y =0<«<= (1 0 —1)Mcp | Y
z) 2 ),

donde
01 0
Meg=|(10 0 1
1 1 1
Operando queda:
-7 =0 <= 2+ =0.

(v) Hallar la matriz asociada respecto de la base candnica de un endomorfismo f : IR®* — R? tal que
ker(f)=U y £(1,0,0) = (1,0,0). sCudles serian sus autovalores y autovectores?.

Queremos que:
ker(f) = £{(=1,1,0),(=1,0,1)},  f(1,0,0) = (1,0,0).

Usaremos que una aplicacién lineal queda determinada si sabemos como actiia sobre una base. Tomamos
una base en la cudl tenemos informacion sobre como funciona la aplicacién lineal:

B ={(1,0,0),(~1,1,0),(—1,0,1)}

1 0 0
Es base porque son tres vectores de IR® independientes, ya que rango [ —1 1 0 | = 3. Sabemos
-1 0 1
que:
f(1,0,0) = (1,0,0), f(-1,1,0)=(0,0,0), f(-1,0,1)=(0,0,0)
1 0 0
y por tanto Fegr = | 0 0 0 | y haciendo el cambio de base:
0 0 0
100\ /1 -1 -1\ " /111
Foo = FepMpe=FopMzh =10 0 00 1 o0 =0 0 0
0 0 0 0 o 1 0 0 0

Dado que f(1,0,0) = 1(1,0,0), se tiene que (1,0,0) es un autovector asociado al 1.

Y dado que f(-1,1,0) = (0,0,0) y f(—=1,0,1) = (0,0,0) se tienen que (—1,1,0) y (—1,0,1) son
autovectores asociados al 0.

Dado que la suma de multiplicidades geométricas no puede ser superior a 3 (la dimensién del espacio)
se deduce que los autovalores son:

- A1 = 1 con multiplicidad algebraica y geométrica 1y S; = £{(1,0,0)}.
- A2 = 0 con multiplicidad algebraica y geométrica 2 y Sy = £{(1,—-1,0),(-1,0,1)}.
(2 puntos)

8.~ En el espacio vectorial Po(IR) de polinomios de grado menor o igual que 2 con coeficientes reales, se
constderan los conjuntos:

U= {p(z) € Po(R)|p(1)p(0) =0}, V =L{1l+2,2—x—32% (z+1)%}

(i) Razonar si U yV son subespacios vectoriales de P2(IR).



(i)

(iii)

(iii.a)

(iii.b)

(iii.c)

(iii.d)

Para que U sea subespacio vectorial si p(z),¢q(z) € U tiene que cumplirse que p(z) + ¢(z) € @, pero
p(z) = x € U porque p(1)p(0) =1-0 =0y g(x) = 2 — 1 € U porque ¢(1)q(0) = ( -1)0-1)=0y
sin embargo p(z) + ¢(x) = 22 — 1 no estd en U porque (p(1) + ¢(1))(p(0) + ¢(0)) =1-(-1) = -1 #0.
Por tanto U NO es subespacio vectorial.

V' es subespacio vectorial por definiciéon porque es la envolvente lineal de un conjunto de vectores.

Escribir las ecuaciones paramétricas e implicitas de V respecto de la base candnica de Pa(IR).

La base canénica de Po(IR) es C = {1, x,2?}. Escribimos los generadores de V en esa base:
l+z=(1,1,00, 2—x—-32>=(2,-1,-3)¢c, (z+1)?=142z+2>=(1,21)c.

Estudiamos si son independientes escalonando la matriz de coordenadas:

1 1 0 1 1 0 1 10
2 -1 3]—10 -3 -3]—1011
1 2 1 0 1 1 0 0 0

Por tanto V = £{(1,1,0)¢, (0,1,1)c}. Las paramétricas son:
a=a, a=a+fh a=0p.
Eliminando pardmetros obtenemos la impicita:

ao—a1+a2:0.

Se define la aplicacion f : Po(IR) — IR? como f(p(x)) = (p(—1),p(0)):
Probar que f es una aplicacion lineal.
Tiene que verificar que f(ap(z) + Bq(z)) = af(p(z)) + Bf(g(x)). Vedmoslo:

flap(z) + Bq(x)) = (ap(=1) + Bg(—1), ap(0) + Bq(0)) = (ap(=1),ap(0)) + (Bg(=1), B¢(0)) =
= a(p(=1),p(0)) + B(a(=1),4(0)) = af(p(x)) + Bf(q(z)) '

Hallar la matriz asociada a f respecto de las bases candnicas de Po(R) y R?.

Las bases canénicas de Po(IR) y IR? son respectivamente C = {1,z,2%} y Cy = {(1,0),(0,1)}. La
matriz pedida es aquella cuyas columnas son las coordenadas de los vectores de la base C' con respecto
a la base Cs:

f(l) = (17 1)7 f(CL') = (_170)7 f(xQ) = ((_1)2302) = (170)

1 -1 1
FCZC_<1 0 0)'

Calcular las ecuaciones impicitas de ker(f) en la base candnica.

De donde:

El ntcleo estd formado por los vectores cuya imagen es nula. Equivalentemente los polinomios

ag + a1z + agx? = (ag,a1,a2)c cuyas coordenadas en la base canénica por la matriz asociada es
nulo:
o 0 0=ag—a; +as 0=a; —as
Fe,ol a1 | = = S
as 0 0= agp 0= agp

Demostrar que ker(f) C V.
De las ecuaciones impicitas del nicleo obtenemos sus paramétricas:
ap=0, a1=qa, a=aqa.

Por tanto ker(f) = £{(0,1,1)c}. Este vector cumple la implicita de V calculada en (ii) y por tanto
ker(f)C V.

(2 puntos)



6.—

(i)

(iii)

Dado k € R se define el endomorfismo de IR?,

f:R* - R, flz,y,2,t) = (y+ kz, 2,22 + t, 2 + 2t)

Hallar la matriz Fo asociada a [ respecto de la base canonica.

Calculamos la matriz trasladando coeficientes:

Fo =

o O = O
OO O =
—_— NN o
N = OO

Estudiar para que valores de k la aplicacion es diagonalizable y/o triangularizable.

Es triangularizable si la suma de las multiplicidades algebraicas de los autovalores es igual a la dimensién
del espacio, es decir, a dim(IR4) = 4. Diagonaliza si ademds las mutiplicidades algebraicas y geométricas
coinciden.

Comenzamos calculando el polinomio caracteristico:
- 1 k 0

1 =X 0 0 | -2 1 2—A 1 |
0 0 2—2A 1 | |1 =X 0 1 2—X\|
0 0 1 2— A

=M -DE-N2=-1D)=RQ0+DA -1 -NB =N =A-1)*A+1)(A-3)

pr(A) = [Fo — Ald| =

Los autovalores son por tanto:

- A1 = 1 con multiplicidad algebraica 2.

- A2 = —1 con multiplicidad algebraica 1.

- A3 = 3 con multiplicidad algebraica 1.

La suma de algebraicas es 2+ 1+ 1 = 4, por tanto SIEMPRE triangulariza.

Para que ademaés diagonalice las geométricas y algebraicas han de coincidir para todos los autovalores.
Cuando la algebraica es 1 sabemos que la geométrica también vale 1. Por tanto solo queda por estudiar
que ocurre con la multiplicidad geométrica de A\ = 1:

-1 1 k£ 0
1 -1 0 O
m.g(1) =4 —rango(Fe —1-1D) =4 — rango 0o o0 1 1|7
0 0 1 1
-1 1 k£ 0
A 00 k 0 4-2=2s1k=0
=4 — rango =
00 11 4-3=1sik#0
0 0 0 0

Concluimos que:

- Si k = 0 triangulariza y diagonaliza.

- Si k # 0 triangulariza pero no diagonaliza.
Para k =1 calcular los autovectores de f.
Autovectores asociados a A\; = 1:

(Fe —1-1d) — —r+4+y+z=0r—y=0,2+t=0.

SRS IS ]
oo oo



Resolviendo obtenemos S; = £{(1,1,0,0)}.

Autovectores asociados a Ay = —1:

(Fc +1-1d) <— r+y+z2z=0,2+y=0,2=0,t=0.

SRS IS
oo oo

Resolviendo obtenemos S_; = £{(1,-1,0,0)}.

Autovectores asociados a A3 = 3:

(Fe —3-1d) <— -3z4+y+2=0,2—-3y=0, —2+t=0.

S N ey
o O OO

Resolviendo obtenemos S3 = £{(3/8,1/8,1,1)}.
(iv) Para k =0 hallar una base B en la cual la matriz asociada Fp sea diagonal.
Vimos que para k = 0 el endomorfismo diagonaliza. La base B es la formada por los autovectores:

Autovectores asociados a A\; = 1:

X
(Fe —1-Id) Z = = —z4y=0z+t=0.
t

OO OO

Resolviendo obtenemos S; = £{(1,1,0,0), (0,0,1,—1}.

Autovectores asociados a Ay = —1:

X
(Fo +1-1d) Z = = 2+y=0z=0,1=0.
t

OO OO

Resolviendo obtenemos S_; = £{(1,—1,0,0)}.

Autovectores asociados a A3 = 3:

(Fe —3-1d) — -3x+4+y=0,2—-3y=0,—2+t=0.

SRS IS ]
o O OO

Resolviendo obtenemos S3 = £{(0,0,1,1)}.

1 0 0 0
0 1 0 0
Por tanto B = {(1,1,0,0),(0,0,1,-1),(1,-1,0,0),(0,0,1,1)} y Fp = 00 -1 0
0 0 0 3

(v) Para k =0 hallar una expresion general para FZ.



Tenemos que Fo = MCBFBMaé por tanto:

1 0 10 " 0 0 0 1 0 10
S 1 0 -1 0 0 1n 0 0 1 0 -1 0
Fo=MeptpMep=1| (o 1 ¢ 4 (0 0 (=)™ o0 0 1 01 -
0 -1 o 1 0 0 0 3n 0 -1 0 1
1 0 10 1 0 0 1 10 0
(1 0 -1 0 0 0 ol1fo o1 —-1)
1o 1 o0 1 0 » o0 211 -1 0 o)
0 -1 0 1 0 o 3n 0 0 1 1
1+ (=)™ 1—(=1) 0 0
1 1—(=1)" 14 (-1)" 0 0
T2 0 0 143" —1+43"
0 0 —14+3" 143"

(vi) sExiste algin valor de k para el cudl (1,1,1,1) & Im(f)?.

Para cualquier valor de k se tiene que rango(Fp) = 4. Por tanto dim(Im(f)) = 4 = dim(IR*) y as
todos los vectores estan en la imagen.

En otras palabras NO existe valor alguno de k para el cuél (1,1,1,1) no estd en la imagen de f.

(2 puntos)



