Algebra Lineal I Soluciones al Examen Final

Ejercicio tnico (3 horas) 9 de enero de 2020

1.—
(i)

(i)

Tenemos siete sobres y siete tarjetas de siete colores distintos.

sDe cudntas formas pueden distribuirse las tarjetas en los sobres de manera que en cada sobre se
introduce una tarjeta?.

Si colocamos los sobres en fila en un orden prefijado, la distintas formas de distribuir una tarjeta en
cada sobre, equivale a las distintas formas de ordenar las 7 tarjetas en las 7 posiciones em las que estan
los sobres. Se trata por tanto de permutaciones de 7 elementos:

Py = 7! = 5040.

sEn cudntas de ellas exactamente cinco sobres llevan la tarjeta de su color?.

Primero contamos las formas de elegir que cinco sobres llevarn la tarjeta de su color. Son las formas de
elegir 5 elementos entre un total de 7 sin poder repetirlos y sin importar el orden en que se elijan: se
trata de combinaciones sin repeticiéon de 7 elementos tomados de 5 en 5,

7 7 7.6
Crs = (5> = <2> —ﬁ_m.

Por cada una de estas elecciones las otras dos tarjetas no pueden ir en el sobre de su color, luego sélo
hay una forma de colocarlos.

¢sDe cudntas formas distintas puede distribuirse las tarjetas si pueden ir varias en un mismo sobre y
quedar sobres vacios?.

En este caso cada tarjeta puede ir en cualquiera de los 7 sobres. Por tanto son las formas de elegir
7 elementos entre 7 posibles pudiendo repetir e importando el orden en que se hace. Se trata de
variaciones con repeticion de 7 elementos tomados de 7 en 7:

VRy;7 =7 = 285311670611

Otra forma de verlo es: para la primera tarjeta tenemos 7 posibles sobres donde meterla; para la
segunda de nuevo 7 opciones; para la tercera, lo mismo y asi sucesivamente. En total:

77T -T="T".
N—————

7 veces
(1 punto)

111 1 b1
Dadas las matrices A= |1 a 0] yB=|2 5
1 0 2 1 1 ¢

Estudiar para que valores de a,b, c las matrices A y B son congruentes.

En primer lugar recordemos que la congruencia conserva la simetria. Dado que la matriz A es simétrica,
para que B sea congruente con ella también ha de ser simétrica y asi necesariamente b = 2.

Ahora dos matrices simétricas con coeficientes reales son congruentes si y sélo si al ser diagonalizacas
por congruencia en la forma diagonal de ambas aparecen exactamente el mismo ntmero de signos
positivos y negativos.



Comenzamos diagonalizando por congruencia la matriz A, es decir mediante operaciones elementales
fila y exactamente las mismas en columna:

Has (< 1) Hay (<o (< Dpas (1) [ O 9\ Lo O\ s Y 0
ATRLUTES SIS0 a -1 <1 | B Lo 1 1) P Lo 0
0o -1 1 0 —1 a-1 0 0 a—2

(+,+,+)sia>2
Por tanto los signos de la forma diagonal de A son ¢ (4,+,0) sia =2
(+,+,—)sia<?2

Ahora diagonalizamos la matriz B:

Hay (=2)Hay (= Dpzs (<Dsan (=) [+ O\ faan) [0 0
R U B U B NI | 0
0 -1 c—1 00 c—2

(+,4+,+) sic>2
Los signos de la forma diagonal de C son ¢ (+,4,0) sic=2.
(+,+,—)sic<?2

Concluimos que son congruentes si y sdlosib= 2y, a,c> 206 a,c=26 a,c < 2. Dicho de otra manera
son congruentes si y sélo si b= 2y signo(a — 2) = signo(c — 2).

(ii) Estudiar para que valores de a existe una matriz inversible P tal que PAP! = . En tales

o O O
o = O
=~ O O

casos calcular P.
La transformacién PAP? corresponde a la relacién de congruencia.

La matriz indicada ya es diagonal y salvo orden los signos que aparecen en la misma son (+,+,0).
Vimos en el apartado anterior que en la forma diagonal de A esos signos aparecen si y sélo si a —2 = 0,
es decir, si a = 2.

Para hallar la matriz P primero seguimos modificando por congruencia la forma diagonal de A hasta
llegar exactamente a la diagonal indicada:

La matriz P es la que refleja las operaciones fila que hay que hacer para transformar A en la diagonal.
Para hallarla realizamos sobre la identidad las operaciones fila hechas en el proceso de diagonalizacion:

Hoy (—1)Han (~1) 1 0 O . 1 0 O Han (1) 1 0 0
Id ="' -1 1 0] 3&AB]-101|="1-101|—
-1 0 1 -1 1 0 -2 1 1
2 1 1 2 11
My 3o 1|29 (-1 0 1)=p
1 0 0 2 00

(1.2 puntos)



3.—
(i)

(i)

(iii)

(i)

(iii)

Sean A, B € Myxm(IR) dos matrices. Razonar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
Si rango(A) 4+ rango(B) = 199 entonces A y B no son equivalentes por filas.

VERDADERO. Por reduccién al absurdo. Si fuesen equivalentes por filas entonces tienen el mismo
rango y:

rango(A) 4+ rango(B) = rango(A) + rango(A) = 2rango(A)
y por tanto es imposible que la suma sea 199 impar.

Si A y B son equivalentes por filas y tienen rango m entonces son equivalentes por columnas.

FALSO. Por ejemplo:
1\ m (0
=) e-(1)

son matrices 2 X 1 de rango 1 equivalentes por filas, pero no equivalentes por columnas.
St A y B son equivalentes por filas entonces A+ B y A — B son equivalentes por filas.

FALSO. Por ejemplo sin =m =2y A= B = Id entonces obviamente A y B son equivalentes por filas
por ser la misma matriz, pero A+ B = 21d tiene rango 2 y no puede ser por tanto equivalente por filas
a A — B = 0 que tiene rango 0, ya que la equivalencia por filas conserva el rango.

rango(AB) = rango(BA).

FALSO. Por ejemplo si A = (8 (1)> y B = (8 (1)) entonces:

wm=(0 )0 -(08) ma=(0 (0 8)-(00)

y as{ rango(AB) =1 # 0 = rango(BA).
(1.2 puntos)

Dado n € IN se define la matriz Py, € Mpxn(IR) como:

2sii>7

(Pn)ij =
1sii<j

FEscribir la matriz Py.

1 1 1 1
2 1 1 1
Pi=19 9 11
2 2 2 1

Hallar el determinante de Py.
Lo hallaremos en general en el apartado siguiente.
Para cualquier n > 2, hallar det(P,), traza(P,), det(P2°20),

La matriz es:

11 1 11
2 1 1 11
2 2 1 11
P, = :
2 2 2 11

N
N
[N
[N
[t



Para calcular el determinante restamos el doble de la primera fila a todas las demaés:

11 1 ... 1 1
0 -1 -1 ... -1 -1
0 0 -1 ... -1 -1

det(P,) = det S . ==
0 0 0 ... -1 -1
0 0 0 ... 0 -1

En particular para n = 4, det(Py) = (—=1)*"! = —1.

La traza es la suma de los términos de la diagonal:

traza(P,)=1+14+1+...+1=n.
n veces

Finalmente por las propiedades del determinante:

det(Pflozo) _ det(Pn)2020 _ ((_1)7171)2020 _ (_1)2020(7171) = 1.
(1 punto)

En el espacio vectorial Po(IR) de polinomios de grado menor o igual que 2 con coeficientes reales, se
consideran los subespacios vectoriales:

U={p) € (R)|p(-1) =0},  V=L{z"}

Demostrar que U y V' son suplementarios.

Para que U y V sean suplementarios tienen que cumplir:
U+V=P,(R)yUnV ={0}.

Equivalentemente dim(U + V) = dim(U) + dim(V') = dim(P2(IR)) = 3.

Identificamos las ecuaciones de U respecto de la base canénica para calcular su dimensién y generadores.
La base canénica de Pa(IR) es:
C={1,z,2%}

de manera que un polinomio p(z) = ag +a1x+asz? tiene coordenadas (ag, a1, az2)c en tal base. Entonces
p(z) € U si p(—1) = 0; equivalentemente si:

aop + al(—l) + (12(*1)2 =0 < aqg— a1 +as =0.
La ecuacién implicita de U respecto de la base canénica es ag — a1 + as = 0. Asi:
dim(U) = n° de pardmetros = dim(P2(IR)) — n° de ecuaciones =3 — 1 = 2.

Las paramétricas son:
a=a, a=a+f, a=0/p.
y finalmente U = £{(1,1,0)¢, (0,1,1)¢}.

El subespacio V estd generado por un sélo vector, por tanto dim(V) = 1. En particular expresando su
generador en coordenadas respecto de la base candnica se tiene: V = £{(0,0,1)¢c}.

Ya podemos ver una de las condiciones necesarias para ser suplementarios:

dim(U) + dim(V) =2+ 1 = 3 = dim(P2(RR)).



(iii)

Ahora calculamos dim(U + V). Tal dimensién es el rango de la matriz que forman los generadores del
subespacio suma; estos son la unién de los generadores de cada uno de los subespacios que sumamos:

1 1 0
dim(U+V)=rango | 0 1 1| =3=dim(Pz(IR).
0 0 1

Concluimos que efectivamente son subespacios suplementarios.

Calcular la matriz asociada respecto de la base candnica a la aplicacion proyeccion sobre U paralelamente
aV.

Consideramos la base formada combinando bases de cada uno de los dos subespacios:

B ={(1,1,0)c,(0,1,1)¢, (0,0,1)c}
———
U \%4

El hecho de ser suplementarios garantiza que B asi construida es base de todo el espacio.

La matriz asociada a la proyeccién respecto de la base B es:

1 00
Pe=10 1 0
0 0 O

Finalmente realizamos un cambio de base:

Pc = McpPsMpe = McpPpMg g

donde
100 1 0 0
Mep=|1 1 0|, Mpe=Msp=|-1 1 0
01 1 1 -1 1
Operando obtenemos:
1 00
Pe = 01 0
-1 1 0

Calcular el polinomio proyeccion de (1 — x)? sobre V paralelamente a U.

Por ser U y V espacios suplementarios cualquier polinomio p(x) se descompone como:

p(x) = q(x) + ()

con g(x) € U proyeccién de p(x) sobre U paralelamente a V' y r(z) € V proyeccién de p(x) sobre V
paralelamente a U.

En nuestro caso nos piden la segunda proyeccién y la matriz hallada en (ii) nos permite calcular
rapidamente la primera:

r(z) = p(x) — q(x)
donde p(z) = (1 —x)? =1 -2z + 22 = (1,—2,1)¢. Para hallar ¢(x) usamos la matriz de la proyeccién
sobre U, Pc:

1 1 00 1 1
Pol 2= o010 2= -2
1 -1 10 1 -3

Resulta g(z) = (1, -2, -3)¢c = 1 — 2z — 32% y en definitiva:

r(z) = p(x) — q(x) =1 — 22 + 2% — (1 — 22 — 32?) = 422

(1.2 puntos)



6.— En el espacio vectorial Maxo(IR) se consideran los conjuntos:

U={A€ Myx2(R)|rango(A) < 1}

e=e{(0 )0 200

W = {A S MQXQ(IR)|A = At}

(i) Justificar si los conjuntos anteriores son o no subespacios vectoriales de Mayo(IR).

10
0 0
rango(B) = 1 y por tanto A, B € U. Sin embargo A + B = Id y rango(A + B) = rango(Id) = 2 y
entones A+ B ¢ U.

U no es subespacio ya que si tomamos A = > y B = <8 (1)) se tiene que rango(A) =

V' es subespacio general porque es la envolvente lineal de un conjunto de vectores y sabemos que en
general una envolvente lineal siempre es un subespacio vectorial.

Finalmente veamos que W si es subespacio. Tenemos que comprobar:
- Q € W (donde Q es la matriz nula). Cierto porque 2 = Q.
-SiA,BeWyapB€eIR entonces A+ B € W.

Pero A, B € W significa que A = A y B = B'. Entonces:

(aA+ BB)" = (aA)' + (BB)! = aA' + BB' = aA + 3B

y por tanto A+ B € W.
(ii) Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de W y V NW respecto de la base candnica.

La base candnica de Mayx2(IR) es:

{20000

Y

t) tiene coordenadas (x,y, 2,t) en tal base.

de forma que una matriz A = (j

Ahora A € W si y sélo si A = At es decir:

FD-C)=CD-0D=r

Por tanto la ecuacion implicita de W respecto de la base candnica es:
y—z=0.
Ademas:
dim(W) = n° de pardmetros = dim(Mazx2(IR)) — n° de ecuaciones =4 — 1 = 3.

Resolviendo paramétricamente la ecuacion implicita obtenemos las ecuaciones paramétricas:



Para hallar las ecuaciones de V N W usaremos las ecuaciones implicitas de ambos subespacios.
Comenzamos calculando las paramétricas de V:

VZE{G 1)(1 j)(g 1)}:{(1,1,1,1)6,(1,—1,1,—1)0,(0,1,0,1)6}.

Eliminamos los vectores dependientes entres sus generadores escalonando la matriz que forman sus
coordenadas:

1 1 1 1HH)H(1)1010HH)1010 o 1010
1 -1 1 -1 Yl 01 0] ™o 00 0] =210101
0 1 0 1 01 01 01 01 00 0 0

Concluimos que:
V= ’C{(lv Oa 170)6'7 (07 1; 07 ]-)C'}

Las ecuaciones paramétricas de V son:

El ntimero de ecuaciones implicitas es
dim(Mazx2(IR) — n° de pardmetros =4 — 2 = 2.
Las obtenemos eliminando parametros:
r—2=0

y—t=0
Las ecuaciones implicitas de V N W se obtienen uniendo las ecuaciones de ambos subespacios:
r—2z=0
v
y—t=0
w { y—2z2=0

Comprobamos si son independientes escalonando la matriz de coeficientes:

10_101{(—1)10_1 0H(—1)10_10
01 o0 1] ™2"1o1 o 1] 2701 01
01 -1 0 00 -1 -1 0 0 11
Son independientes y quedan:
r—z=0
y—t=20
z—t=0

El ntimero de parametros es:

dim(V N W) = n° de pardmetros = dim(Mzx2(IR)) — n° de ecuaciones =4 — 3 = 1.

Resolviendo las implicitas obtenemos las ecuaciones paramétricas.

r=a

zZ=a



(iii) Hallar dim(V + W).

Por la férmula de las dimensiones:

dim(V + W) = dim(V) + dim(W) — dim(V N W) =2+3 —1 = 4.

(iv) Encontrar una matriz C € V de manera que W y L{C} sean suplementarios. Justificar la respuesta.

Tenemos que dim(W) = 3. Para que un subespacio W’ de dimensién 1 (generado por un elemento)
sea suplementario con W tiene que cumplir dos condiciones. La primera es que dim(W) + dim(W') =
dim(Max2)(IR) = 4. Pero es evidente que se cumple.

La segunda es que dim(W + W') = 4. Para garantizar esto basta tomar un generador C € V que
NO esté en W; dado que W estaba formado por las matrices simétricas (las que cumplen A = A?).
Entonces escogemos una matriz C' en V que no sea simétrica, por ejemplo:

C=(0,1,0,1)p = (8 })

(1.2 puntos)

7.— EnR? se consideran los vectores:

B = {(07 130)7 (17 130)7 (07 1, 1)}

(i) Probar que B es una base de IR>.

Dado que dim(IR3) = 3 y B tiene tres vectores, para comprobar que forman base es suficiente verificar
que los vectores son independientes. Equivalentemente que el rango de la matriz de coordenadas es 3:

01 0 1 1 0 1 1 0
rangol 1 1 0| =rango|{ 0 1 0] =rango| 0 1 0] =3.
01 1 0 1 1 0 0 1

(ii) Si 2’ +3y' — 2/ =0 es la ecuacidn implicita respecto de la base B de un subespacio U de R?, hallar las
ecuaciones paramétricas de U en la base canonica.

Primero hallamos las ecuaciones paramétricas de U en la base B, resolviendo su ecuacién implicita en
funciéon de 3 — 1 = 2 parametros:

d=a, y=8  F=a+p

Deducimos que:
U=1r,{(1,0,1)5,(0,1,1)5}.

Cambiamos de base los generadores:

1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1
Mcp | O =111 1 0 =12 , Mcp | 1 =111 1 1 =1 2

1 B 0 0 1 1 B 1 c 1 B 0 0 1 1 B 1 c
De donde:

U =£{(0,2,1)c, (1,2,1)c}.

y las paramétricas de U en la base candnica son:

x =4, y=2a+ 20, z=a+ 0.



(iii) Si B’
coordenadas de U@ en la base B.

Basta calcular la matriz de cambio de base Mpgp'.

Mpp = MpcMcp = (Mcp)™ *Mcp:

-1 1 -1 1 1 0
= 10 0 1 20
00 1 1 3 4
y ast:
a
Mpp | b =
c/) 5
es decir:

1,1,1),(1,2,3),(0,0,4 un vector U tiene coordenadas (a,b,c)p: en la base B’ hallar las
{( ) ( ),(0,0,4)} y ;

Pero sabemos que:

0 1 0 1 1 0
1 1 1 1 2 0| =
0 0 1 1 3 4
-1 -2 -4
1 1 0
1 3 4
—a — 2b—4c
a+b
a+ 3b+ 4c

B

(a,b,¢)pr = (—a —2b—4c,a+b,a+ 3b+ 4c)p.

8.— Dado a € R se define el endomorfismo de IR?,

f:R® = R?,

(1 punto)

flxy,z)=(@+y+zaet+y+taz,z+y+2)

(i) Hallar la matriz Fo asociada a f respecto de la base candnica.

Simplemente trasladando coeficientes:

1
Fo=|1
1

1 1
1 a
1 1

(ii) FEstudiar para que valores de a la aplicacion es diagonalizable y/o triangularizable.

La matriz triangulariza si la suma de las multiplicidades algebraicas coincide con la dimensiéon del
espacio, es decir, es dim(IE{3) = 3. Diagonaliza si ademés la multiplicidad algebraica de cada autovalor

coincide con la geométrica.

Para analizar todo esto comenzamos calculando el polinomio caracteristico.

autovalores.
1—-A 1 1 —-A
Fe—Md/=| 1 1-X a |=|1 1
1 1 1—X 1
—-A 0 0
=1 1—-X a+1|=
1 1 2— A\

Tenemos garantizado que un autovalor es A\; = 0.
factorizarlo y hallar otros posibles autovalores:

A=

Sus raices son los

A1 =N2=-A)=(a+1)=-AXAN=3\—a+1).

Resolvemos la ecuacion A2 — 3\ —a + 1 = 0 para

3++v5H+4a
2

Distinguimos entonces varios casos dependiendo de el nimero de soluciones de la ecuacién de segundo

grado.



- Si5+4a < 0, es decir, sia < 1 entonces la ecuacion de segundo grado no tiene soluciones reales. El

Unico autovalor es A; = 0 con multiplicidad algebraica 1. En este caso ni diagonaliza ni triangulariza.

5
-Si5+44a =0, es decir, si a = 1 la ecuacién de segundo grado tiene una raiz doble Ay = 3/2. Es

decir:
|Fo — Md| = —\(\ —3/2)2.

Los autovalores son:

A1 = 0 con multiplicidad algebraica 1.

A2 = 3/2 con multiplicidad algebraica 2.

La suma de algebraicas es 1 + 2 = 3 y por tanto triangulariza.

Para ver si diagonaliza analizamos las multiplicidades geométricas. Recordemos que 1 < m.g. < m.a.
Dado que m.a(0) = 1 la geométrica autométicamente es m.g(0) = 1. Coinciden.

Para Ay = 3/2 tenemos:

12 1 1
m.g(3/2) = 3 — rango(Fe — (3/2)Id) = 3 — rango 1 -1/2  5/4 | =3-2=1# m.a(3/2)
1 1 —1)/2

No coinciden las multiplicidades y entonces en este caso NO diagonaliza.

- Si 5+ 4a > 0, es decir, a > ~1 entonces la ecuacién de segundo grado tiene dos soluciones disintas:

A 3—vo+4a \ 3++vo+4a
2 = ) 3 =
2

2

Hay que comprobar si alguna puede coincide con la primera que ya tenfamos A; = 0:
M=0 <<= 3-Vb6+4a=0 < a=1
Entonces separamos en dos casos.
- Sia> —g y a # 1 entonces hay tres autovalores distintos con multiplicidad algebraica uno (y por

tanto también geométrica). Entonces el endomorfismo triangulariza y diagonaliza.

— Si a =1 hemos visto que:
|F, — Md| = —=\*(\ - 3)

Los autovalores son:

A1 = 0 con multiplicidad algebraica 2.

Ao = 3 con multiplicidad algebraica 1.

Para el segundo como la algebraica es 1 la geométrica también.

Para el primero:

1 1 1
m.g(0) =3 —rango(Fc —0-Id)=3—rango[ 1 1 1| =3-1=2%m.a(0)
1 1 1

y por tanto las multiplicidades coinciden y diagonaliza.

En resumen:

5
- Triangulariza y diagonaliza si a > I



- Triangulariza y no diagonaliza si a = 1
- Ni triangulariza ni diagonaliza si a < 1
(iii) Para a = —2 calcular los autovectores de f.

En el apartado anterior vimos que para a = —2 < —5/4 el tinico autovalor es A\; = 0. Calculamos sus
autovalores asociados:

(Fe —0Id) — r+y+z=0,24+y—22=0.

N ey
I
o

Resolviendo paramétricamente se obtiene:

y ast:
So = L{(1,~1,0)}
(iv) Para a =1 hallar una base B en la cual la matriz asociada Fg sea diagonal.

Para a = 1 vimos en el apartado (i) que la matriz diagonaliza. La base B respecto a la cudl la matriz
asociada a la diagonal es la formada por los autovectores. Procedemos a calcularlos.

Los autovalores eran (visto en (i)), Ay = 0 con multiplicidad geométrica 2 y A2 = 3 con multiplicidad
geométrica 1.

Empezamos con los autoectores asociados a Ay = 0.

T 0
(Fc—0Id){y|=(0] < z4+y+2=0
z 0

Resolviendo paramétricamente se obtiene:

T =« yzﬁa Z:—Ot—ﬁ.

y asi:
So = £{(1,0,-1),(0,1,—1}

Ahora los autovectores asociados a Ay = 3:

x 0
(Fe-3Id)|y|=[0] < —224+y+2=0,2—2y+2=0.
z 0

Resolviendo paramétricamente se obtiene:

y asi:

SS = C{(lv 17 1)}

Concluimos que una base de autovectores es:

B = {(17 0, _1)7 (Oa L, _1)7 (1a 1, 1)}
——

A1=0 Ao=3



respecto a la cudl la matriz asociada es:

Fp =

o O O
o O O
w o o

Para a =5 calcular traza Fél.

Para a = 5 > 5/4 sabemos que diagonaliza. La traza de la matriz asociada a un endomorfismo se
conserva por cambio de base, luego la traza de la potencia pedida coincide con la traza de la potencia
de la matriz diagonal, es decir, con la suma de las potencias de los autovalores:

traza(Fo)' = A+ A3 4+ A3
Vimos en (i) que los autovalores eran respectivamente 0,4, —1. Queda entonces:

traza(Fo)'t = 0" +4M 4 (=)t =411 — 1.
(1.3 puntos)

De un endomorfismo f : R* — R? se sabe que ker(f) = Im(f). Justificar razonadamente que f no
puede ser diagonalizable.

Razonamos por reduccién al absurdo. Si fuese diagonalizable existiria una base B = {uy,us} de
autovectores en la cual la matriz asociada es diagonal:

(M0
Fp = < 0 )\2>
Ahora por la férmula de las dimensiones:

2 = dim(R?) = dim(im(f)) + dim(ker(f)) = 2dim(im(f)) = dim(Im(f)) = dim(ker(f)) = 1.

La dimensién de la imagen es el rango de la matriz asociada. Si rango(Fg) = 1 entonces alguno de los
dos autovalores es nulo y el otro no. Supongamos sin pérdida de generalidad que A\; =0y As # 0.

En ese caso el niicleo estarfa formado por los vectores (z,y)p tales que:
x 0
Fp y =10 <~ My=0 <= y=0.

ker(Fp) = L{(1,0)p}

La imagen esta generada por las columnas de la matriz asociada:

Es decir:

Im(Fg) = L£{(0, A2)5} = £{(0,1) 5}

Pero entonces nicleo e imagen no coinciden lo cual contradice las hipdtesis iniciales.

(0.9 punto)



