Algebra Lineal I Examen Final
Ejercicio tnico (3 horas) 27 de julio de 2024

1.—
(i)

Nueve amigos van de viaje llevando para ello dos coches, uno de cuatro plazas y otro de cinco.
¢De cudntas formas pueden distribuirse en los dos coches si todos tienen carnet de conducir?

Para elegir el conductor del coche de cuatro plazas hay 9 opciones (cualquiera de los amigos); después
para sus acompanantes hay que contar las formas de elegir 3 elementos distintos de entre los 8 amigos
restantes, sin importar el orden. Son combinaciones sin repeticién de 8 elementos tomados de 3 en 3:

Cs = ()-

Finalmente para el conductor del coche de cinco plazas se puede elegir a uno de los 5 amigos restantes,
y se completard con las personas que no han sido seleccionadas hasta ahora. En total:

9-<8>~5_9-8'7'6~5_2520.

3 1-2-3

sDe cudntas formas pueden distribuirse en los dos coches si solo tres tienen carnet de conducir?

Ahora para elegir el conductor del coche de cuatro plazas hay 3 opciones y para el conductor del segundo
coche cualqueira de los 2 restantes. Después para los pasajeros del coche de 4 plazas, hay que contar
las formas de elegir 3 elementos distintos de entre los 7 amigos restantes, sin importar el orden. Son
combinaciones sin repetecién de 7 elementos tomados de 3 en 3: C73 = (;)

3.2. (7> _6. 05 oy,

En total:

3 1-2-3

(Nota: sdlo interesa distinguir quienes van en cada coche y cudl es el conductor, pero no en que
astentos se sienta cada uno.)

Dados a,b € R se define la matriz 4 x 4:

SIS OIS S N
>~ oo
SRS OIS IS S
St oY Q

Calcular det(A) y traza(A) en funcidn de a y b.

Para calcular el determinantes comenzamos sumando a la primera fila todas las demdas. Sabemos que
el determinante no varfa:

3b+a 3b+a 3b+a 3b+a 1 1 1 1
b b a b b b oa b
[Al=1 a b b |=GFa)
a b b b a b b b

Ahora restamos la primera fila multiplicada por b a las demas:

1 1 1 1
0 0 a—b 0
|Al = (3b+a) 0 a—b 0 0
a—b 0 0 0



(i)

(iii)

Cambiamos de orden la primera y cuarta fila y la segunda y tercera (cada cambio supone invertir el
signo; al hacer dos queda igual):

a—b 0 0 0
. 0 a—b 0 0 . 133
|A| = (3b+a) 0 0 a—b 0 =(3b+a)(a—0b)
1 1 1 1

La traza es la suma de los elementos de la diagonal:

traza(A) =b+b+ b+ b= 4b.

Estudiar el rango de A en funcion de los valores de a y b.
Si el determinante es no nulo el rango es el méximo posible, como det(A) = (3b + a)(a — b)*:
-Sia# —3by a+#bentonces rango(A) = 4.

- Si a = b la matriz queda:

S o o
S o o o
oo o
S o o

b
Tiene todas las filas iguales y por tanto el rango es 1 sib# 00 0si b=0.

- Si a = —3b # 0 podemos reproducir las operaciones hechas para hallar el determiante sumando a la
primera fila las demds. Queda (poniendo —3b en lugar de a:

O 0 0 0
A
Il v -3 b b

3 b b b

La primera fila no cuenta para el rango. La eliminamos. Podemos dividir la matriz por b # 0 y luego
a la segunda y tercera fila respectivamente restarle la primera a la segunda y sumarsela por tres a la
tercera:

1 1 -3 1 1 1 -3 1
rg{ 0 —4 4 0)=r9g| 0 -4 4 0| =3
0 4 -8 4 0 0 —-4 4

En resumen:

- SiSia# —3by a+#bentonces rango(A) = 4.

- Sia = —3b# 0, entonces rango(A) = 3.

- Sia="b+#0, entonces rango(A) = 1.

- Sia=b=0, entonces rango(A) =0

Hallar a y b para que det(AA?) = 0.

Se tiene que det(AA!) = det(A)det(A!) = det(A?) = 0. Por tanto se trata de hallar a para que
det(A) = 0. Segtn vimos en el primer apartado esto equivale a:

(a+3b)(a—b)*=0

es decir a = —-3b6a=0.



3.—

Dar tres matrices distintas A, B,C € Msxs3(IR) y no diagonales tales que A y B sean congruentes y
equivalentes por filas y A y C sean equivalentes por filas pero no congruentes. Justifica la respuesta.

Dos matrices cuadradas inversibles siempre son equivalentes por filas. Asi que basta tomar como A y
B, dos matrices congruentes inversibles distintas y no diagonales. Para garantizar que sean congruentes
partimos de la misma matriz, por ejemplo la identidad, y la transformamos de dos maneras diferentes
haciendo operaciones fila y las mismas en columnas:

H21(1)p21(1) Lo
Id 25720 (1 2 o | = A

00 1

to @) (L 20
Id 2" (2 5 o | =B.

00 1

Para la matriz C' basta tomar una matriz inversible y por tanto serd también equivalente por filas
a cualquier otra inversible (en particular a A) pero que no sea simétrica (y eso garantiza que no es
congruente con A, porque la congruencia conserva la simetria:

11
C=(01
0 0

= o O

Dadas las matrices:

=) =)

Hallar los valores de a y b para los cuales A y B son

En cualquiera de los cuatro casos una condicién necesaria (aunque no suficiente) para que cumplan la
relacién pedida es que tengan el mismo rango, porque todas ellas lo conservan. Tenemos que:

rango(B) = rango (1 1) = rango <(1) (1)> =1.
Por tanto A no puede tener rango 2 y su determinante ha de ser nulo:
0=1]4]=b—-2a = b=2a.

FEquivalentes por filas.

Son equivalentes por filas si y sélo si tienen la misma forma candnica reducida por filas (escalonada,
con los pivotes iguales a uno, y encima y debajo de ellos sélo ceros). Reducimos la matriz B:

Ha(-1) (1 1

B — (O 0)
(1 a\Ha(=2) (1 a
A<2 Qa) 7 (0 0)

Para que sean equivalentes por filas ambas formas reducidas han de coincidir, es decir, a = 1 y por
tanto b = 2a = 2.

Y la matriz A:

FEquivalentes por columnas.

Lo anélogo pero con operaciones elementales columna. Primero la matriz B:

po1(=1) (1 0
B — (1 0>



(iii)

(iv)

(iii)

Y la matriz A: . Lo
—a
A= <2 2aa) = (1 0>
Las formas canénicas reducidas por columnas difieren: nunca son equivalentes por columnas.
Equivalentes.
Son equivalentes si y sélo si tienen el mismo rango. Vimos que eso ocurre cuando b = 2a.
Congruentes. En este caso dar ademds un matriz inversible P tal que P'AP = B.

Dado que B es simétrica, para que sean congruentes como condicién necesaria (aunque no suficiente)
A tiene que ser también simétrica y por tanto a = 2 y b = 2a = 4. Pero para que definitivamente sean
congruentes al diagonalizarlas haciendo las mismas operaciones fila y columna tienen que aparecer los
mismos signos en la diagonal:

B 1 1 Ho1(—1)p21(—1) 1
B_(l 1) - (0

. 1 2\ Hau(-2)p2a1(-2) (1
A<2 4> — <0

Por tanto son congruentes para a =2y b = 4.

o O o O
~_ ~_
Il Il
= =

Para hallar la matriz P hacemos sobre la identidad las mismas operaciones columna que hicimos para
pasar de A a R y la inversa y en orden opuesto de las que hicimos para pasar de B a R:

p21(52) (1 =2\ (21 (=1) " 1=pan (1) (1 =1\ _
Id" — (0 O) — <O 0) =P
(1.2 puntos)

Razona la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.
Dos matrices simétricas e inversibles de tamano 3 X 3 con traza cero son congruentes.

FALSO. Por ejemplo:

10 0 2 0 0
01 0 y 0 -1 0
00 -2 0 0 -1

tienen traza cero y son inversibles, pero no son congruentes porque ya son diagonales y no aparece el
mismo ntimero de signos positivos y negativos en la diagonal.

Si V' es un espacio vectorial con dim(V') = 2025 y S1,S2 C V son subespacios con dim(S1) = 2000 y
dim(S1 N Sy) = 1000, entonces dim(Ss) < 1025.

VERDADERQO. Por la férmula de las dimensiones:
dlm(SQ) = dzm(51 + SQ) — dzm(Sl) + dzm(Sl N Sz) =
= dim(S1 + S2) — 2000 4+ 1000 = dim(S; + S2) — 1000
y como S1+ S, CV,

dim(S,) = dim(S; + S2) — 1000 < dim(V') — 1000 = 2025 — 1000 = 1025.

Dados 1,1 € R? no nulos y distintos, los vectores U + Uy y U — Uz son linealmente independientes.

FALSO. Por ejemplo @; = (1,0) y ts = (2,0). Pero los vectores @y + iz = (3,0) y @ — 2 = (—1,0)
son DEPENDIENTES.

(0.9 puntos)



6.— Sea P2(IR) el espacio vectorial real de polinomios de grado menor o igual que 2. Sean:

(i)

(iii)

U={p(z) e (R)[p(1) =0}, V= {p(x) € P(R)|p'(0) = 0}

Demostrar que V' es un subespacio vectorial de Pa2(IR).

Para ver que es subespacio hay que comprobar:

i) po(x) = 0 pertenece a V.

ii) Si p(x), q(x) € V entonces ap(z) + bg(x) € V para todo a,b € RR.

i) Si po(x) = 0 entonces py(z) = 0 y en particular pj(0) = 0 y por tanto po(z) € V.

ii) Si p(z), g(x) € V, significa que p’(0) = ¢’(0) = 0. Como (ap(z) + bg(z)) = ap’(x) + b¢'(x):

ap’(0)+b¢'(0)=a-0+b-0=0

y por tanto ap(z) + bg(z) € V.
Calcular las ecuaciones implicitas y paramétricas de U N'V respecto de la base candnica de P2(IR).

Reinterpretamos como estan definidos ambos subespacios en funcién de coordenadas respecto de la
base canénica C' = {1,x,2%}. Un polinomio p(x) = ag + a1x + azx? tienen coordenadas en esta base
p(z) = (ap,a1,a2)c.

p(1) = 0 equivale a ag + a1 - 1 + az - 12 = 0, es decir, ag + a1 + az = 0.
p'(x) = a1 + 2az2 y por tanto p’(0) = 0 equivale a a3 = 0.

Entonces:
U = {(ag,a1,a2)c € P2(R)|ag + a1 + az = 0}, V = {p(x) € P2(R)|a; = 0}
Las ecuaciones implicitas de la interseccion se construyen uniendo las de ambas subespacios:

ap + a1 +ax = 0
ay = 0

Son claramente independientes porque no son proporcionales.

Tenemos que dim(U NV) = dim(P2(IR)) — n° de ecuaciones =3 —2 = 1.

Por tanto para las paramétrias resolvemos en funcién de 1 pardmetro. De la segunda ecuaciéon a; = 0
y sustituyendo en la primera: as = —ag. Quedan:

(10:)\
a1=O
CLQ:—)\

Probar que B = {1, (x — 1), (x — 1)} es una base de P2(IR).

Dado que dim(P2(IR)) = 3 y B tiene tres vectores para que sean base basta comprobar que son
independientes. Equivalentemente que sus coordenadas respecto a la base candnica forman una matriz

de rango 3:
1= (17070)0

r—1=(-1,1,0)¢
(-1 =1-22+22=(1,-2,1)¢c

0 0
yrango| —1 1 0 | =3 (porque ya estd escalonada y tiene tres filas no nulas).
2 1



(iv)

Hallar las ecuaciones implictas de U NV respecto de la base B.

Tenemos la matriz de cambio de base:

1 -1 1
Mep=10 1 -2
0 0 1

que relaciona coordenadas (bo, b1, b2)p en la base By (ag, a1, a2)c en la canénica:

apn b()
ap | =Mcep | b
as bQ

Entonces las ecuaciones implicitas en la base candnica vimos que eran:

ag
a1+a2+a3:0<:>(1 1 ].) a1 | =0
az
ao
a1:0<:>(0 1 0) ai =0
a2
Sustituyendo:
bo
(1 1 I)MCB b1 =0 <— bO:O
ba
bo
(0 1 O)MCB by =0 < b —2b, =0
ba

Dar las ecuaciones paramétricas de un subespacio W, tal que U y W sean suplementarios.

Dado que U esté definido por una sola ecuacién tiene dimensién dim(Pz(IR)) — 1 = 2. La ecuacién era
ag + a1 + as = 0. Ponemos una variable en funcién de las otras dos:

ag = —ag — aq
y tenemos las paramétricas:
a=ao, a=p, a=-a-—74

y de ahi los generadores:
U= ‘C'{(LO? _I)Cv (Ov L, _I)C}

Un espacio suplementario tendrd dimensién dim(Pz(IR)) —dim(U) = 3—2 = 1. Estard generado por un
vector que junto con los dos de U generen todo P2(IR), es decir, que el rango de la matriz que forman
los tres sea 3. Basta tomar (0,0,1)c ya que la matriz que forman los tres serfa:

1 0 -1
01 -1
0 0 1

de rango 3. Por tanto:
W = £{(0,0,1)c}

y sus paramétricas son:
CL():O, a1:O, CLQ:/\.

(1.3 puntos)



7.— Sea Moo (IR) el espacio vectorial de matrices cuadradas 2x2. Se consideran los subespacios vectoriales:

(i)

U={A e Msx2(R)|traza(A) =0}, V = L{Id}

Probar que U y V son subespacios suplementarios.

Antes de nada reescribimos los subespacios en términos de coordenadas y la base canodnica:

{5 8)-( ) (00 (0 D

Y

t) tiene coordenadas (x,y, z,t)c en esa base.

de manera que una matriz A = (j
Entonces traza(A) = x +t y asi:

U= {(x7yazvt)c S M2><2(IR>|$ +t= 0}

V= ‘C{(lvovoa 1)0}

Para que sean suplementarios tienen que cumplirse que:

i) dim(U) 4+ dim(V') = dim(Max2(IR)) = 4.

ii) dim(U 4+ V) = dim(Max2(IR)) = 4.

Pero:

dim(U) = dim(Msx2(IR)) — n° de ecuaciones =4 — 1 = 3.

dim (V') =1 (porque estd generado por un vector).

Por tanto (i) se cumple.

Para hallar U + V necesitamos los generadores de U. Para ello pasamos de la implicita £ +¢ = 0 a

paramétricas en funcién de dim(U) = 3 pardmetros.

T =q, y:ﬂv z =7, t=—-«a

y asi:
U:L{(I,O,O,—l)c,(0,170,0)0,(0,071,0)0}
Entonces:
U+V =L£{(1,0,0,~1)¢,(0,1,0,0)c, (0,0, 1,0)c, (1,0,0,1)c }
U v
y
1 0 0 -1 1 0 0 -1
. 01 0 0 01 0 0
dim(U +V) =rg 001 ol=™lo o1 o =4
1 0 O 1 0 0 O 2

y vemos que se cumple (ii).

Calcular la proyeccion de la matriz (; g) sobre U paralelamente a V.

Para ello escribiremos la matriz (2 0

= (2,0,2,5)¢ en la base B formada por una base de U y otra
2 5
de V.

B = {(1707 0’ —1)07 (O’ 1’ 070)07 (O’ 0’ 170)07 (1’ 07 07 1)0}

U \%4




Donde:

Mcp =

= o O
oo = O
O OO
= O O

Mpo = Mgp = 5

—_
_ o O =
o O = O
o= O O
_ o O

Hacemos el cambio de base:
—3/2

Mpc
7/2

y entonces:

3 7
(2,0,2,5)c = 5 (1,0,0,-1)¢ +0-(0,1,0,0)¢c +2-(0,0,1,0)¢c + 3 (1,0,0,1)¢

U 14

y la proyeccién pedida es ”el trozo” que estd en U:

2 (1,0,0, 710 +0-(0,1,0,000 +2- (0,0,1,0)c = (~3/2,0,2,3/2)c = (‘Z/Q 322> .

(iii) Dar una matriz no invertible cuya proyeccion sobre V paralelamente a U sea Id.

Si la proyeccién sobre V' paralelamente a U es Id la matriz pedida se escribe como:

B=C+1d

con C € U, y por tanto verificando ¢raza(C) = 0. Eso quiere decir que es de la forma C = (ﬁ _i)

Entonces:

B:cwdz(xj1 y)

1—x

Para que sea no inversible su determinante tiene que ser nulo:
(z+1)(1—2)—yz=0

Basta tomar por ejemplo,

y asi la matriz pedida queda:

(1.2 puntos)



8.— De una aplicacion lineal f : R® — IR? se sabe que, (1,1,1) es un autovector, ker(f) = {(z,y,2) €
R3|z 4y + 2z = 0} y traza(Fo) = 2. Hallar la matriz Fo asociada a f respecto de la base candnica.

Una aplicacién lineal queda totalmente determinada si sabemos como actia sobre una base.
En este caso sabemos que los vectores del nucleo tienen por imagen el vector cero. A partir de la

ecuacion del ntcleo hallamos dim(IR3) — 1 ecuaciéon = 2 generadores pasando a paramétricas:

Z=—T—y

De donde:
ker(f) = £{(1,0,-1),(0,1,—1)}.

Ademés notamos que los vectores del niicleo son autovectores asociados al cero, porque si @ esté en el
nicleo f(@) =0 =0-4. Por tanto el 0 es autovalor de f con multiplicidad geométrica 2.

Por otra parte (1,1,1) es otro autovector asociado a un autovalor distinto (porque no pertenece al

nicleo). Es decir:
f(1,1,1) = A(1,1,1)

con \ # 0. La multiplicidad geométrica de este autovalor es al menos 1.

Como en total las multiplicidades geométricas suman 3 = dim(IR3) y no pueden superar este valor,
éstas coinciden con las algebraicas. Tenemos que el endomorfismo es diagonalizable con un autovalor 0
de multiplicidad 2; y otro A # 0 con multiplicidad 1.

Pero sabemos que la suma de autovalores contados con multiplicidad es igual a la traza (porque la traza
se conserva por semejanza):

2=traza(Fc)=04+04+X = =2
En definitiva tenemos que:
f(1,0,-1) = (0,0,0), f(0,1,—1)=(0,0,0), f(1,1,1)=2-(1,1,1) =(2,2,2).

Los vectores B = {(1,0,—-1),(0,1,—-1),(1,1,1)} son base de IR® porque son tantos vectores como la
dimension del espacio e indpendientes porque el rango de la matriz que forman es tres:

1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1
rg/l0 1 -1|=7r¢g| 0 1 -1]|=7rg|l0 1 —-1]=3.
11 1 0 1 2 00 3

Entonces por definicién de matriz asociada:

Iep =

o O O
o O O
N NN

(las columnas de la matriz son las imdgenes de los vectores de la base B expresadas en la base C).
Y finalmente cambiando de base:
2/3 2/3 2/3

FC:FCC:FCBMBC:FCBMg*}g: 2/3 2/3 2/3
2/3 2/3 2/3



9.— Dada la matriz

o O O =
S O NN
—

(i) Hallar los autovalores y los autovectores de A.

Los autovalores son las raices del polinomio caractertistico:

1-A 2 1 1
0 2—-A 1 -1
pa(A) = A= \d| = 0 0 1=\ 1 |
0 0 1 1-A
2—-A 1 -1
—1-N] 0 1-x 1=
0 1 1-A
1-A 1
_(1—)\)(2—)\)’ : 14“

=1=-N2-N)(A=X?=1)=A-1)A=2)(A\* =2)) = XA = 1)(A - 2)%
Concluimos que los autovalores son:
A1 = 0 con multiplicidad algebraica 1.
A2 = 1 con multiplicidad algebraica 1.
A3 = 2 con multiplicidad algebraica 2.
Para cada uno de ellos hallamos los autovectores.

Asociados a A1 = 0:
r+2y+2z+t=0

T 0
20+ 2—-1t=0
(A-0-1Id) vl-|?Y = vz
z 0 z+t=0
t 0 z4+1t=0
Resolviendo:
t=—z, y=t, z=-2¢
de donde:
So = L{(2,-1,1,—-1)}.
Asociados a Ay = 1:
. 0 204+ 24+1t=0
+z—1t=0
(A—1-1Id) vl-|?Y PR S
z 0 t=20
) 0 z=0
Resolviendo:
y=0, 2=0, t=0
de donde:
S1 = £{(1,0,0,0)}.
Asociados a A3 = 2:
" 0 —x+2y+2+t=0
—t=0
(A-1-Id) vl-|Y — {7
z 0 —z+t=0
t 0

z—t=0



(iii)

(iv)

Resolviendo:
z=t, x=2y+2t

de donde:

Sy = £{(2,1,0,0),(2,0,1,1)}.
Determinar si A es diagonalizable por semejanza. En caso afirmativo, dar una matriz P inversible y
una matriz diagonal D tales que P~YAP = D.

Hemos visto en el apartado anterior que existen cuatro autovectores linealmente independientes y por
tanto como estamos en IR* (dim(IR*) = 4) existe una base de autovectores. Por tanto la matriz
diagonaliza por semejanza.

La matriz diagonal D es la formada por los autovalores (sobre la diagonal), repetidos tantas veces como
indica su multiplicidad:

0 0 0 O
01 0 0
D_0020

0 0 0 2

y la matriz P la formada por los autovectores como columnas de la misma, ordenados de forma coherente
con el orden en que hemos colocado los autovalores en D:

21 2 2

-1 0 1 0

P= 1 0 0 1
-1 0 0 1

Hallar traza(A'?).

Si A = P 'DP entonces A'2 = P7!D'?2P, es decir, A2 y D'? son semejantes. Como la semejanza
conserva la traza:

02 0 0 0
12 12 0 12 0 0 12 _ 513
traza(A*?) = traza(D*?) = traza 0 o0 92 o |~ 1+2-2°=2"4+1=28193.
0 0 0 2!

sBs A diagonalizble por congruencia?.

No, porque no es simétrica.



