MATRICES. GENERALIDADES Y RANGO.

( Definicién de matriz m x m N ( A
. . a1 Q12 - Qin
» Una matriz es un conjunto de m x n elementos 4oy oy - as
dispuestos en m filas y n columnas. A= "
= Suelen denotarse con letras mayusculas A, B, C, .. .. o
am1 Am2 Amn
L a1s = elemento en fila 1 columna 2. JRN .
( Rango de una matriz )
» El rango es el maximo nimero de filas (o columnas) linealmente independientes de la matriz.
= El rango es el maximo tamano de todas las submatrices cuadradas con determinante no nulo.
Calculo por el método de orlado:
= Se busca una submatriz 1 x 1 con det # 0. Si no existe, hemos terminado y rango = 0. Si existe rango > 1 y continuamos.
= Se busca una submatriz 2 x 2 con det # 0, anadiendo una fila y columna a la del paso anterior.
Si no existe, hemos terminado y rango = 1. Si existe rango > 2 y continuamos.
= Se busca una submatriz 3 x 3 con det # 0, anadiendo una fila y columna a la del paso anterior.
Si no existe, hemos terminado y rango = 2. Si existe rango > 3 y continuamos.
» Asi sucesivamente. Se termina cuando NO hemos encontrado submatriz con det # 0 6 agotamos filas 6 columnas.
1 1 2 3 1 1 2 3 11 1 9
HA=|2 2 1 1|, |=1#£0 v i) [2 2 1 1], 5 2'0 X, ‘2 1’_—3;&0, v
3 3 3 4 3 3 3 4
1 1 2 3 1 1 2 1 2 3
(@) |2 2 1 1], 2 2 1|=0 X 2 1 11=0 X rango(A) = 2
3 3 3 4 3 3 4 3 3 4
Calculo por Gauss:
Int biar fil .
H er_cal_n o ] _as, ; ) Numero de filas no nulas
Escalonar: ¢ Multiplicar/dividir fila por un niimero (para conseguir unos) Rango =
o de la forma escalonada.
Sumar a una fila un miltiplo de otra (hacer ceros)
1 1 2 3 Fy—Fy—2F) 1 1 2 3 1
A=|2 2 1 1| B=B2flo 0 -3 —5| BB g g 3 5 |, rango(A) = 2
3 3 3 4 0 0 -3 =5 0 O
. J
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4 . .
Matrices especiales

» Matriz cuadrada: Matriz con el mismo nimero de filas y columnas.

1 2 0 2 1
(3 7) cuadrada (3 1 7) NO cuadrada
s Matriz fila: Matriz con una sola fila.
(12, (12 -13)
s Matriz columna: Matriz con una sola columna.
0
9/’ 2
3
= Matriz diagonal: Matriz con ceros fuera de la diagonal.
3 0 0
0O 1 0
0O 0 2

Matriz triangular superior (inferior): Matriz con ceros debajo (encima) de la diagonal.

9 1 7 2 0 0

0 2 1 1 3 0

0 0 2 9 7 1
Triangular superior Triangular inferior

Matriz identidad I: Matriz cuadrada con unos en la diagonal y cero en el resto.

100
<é (1)), 010
0 01
s Matriz simétrica: Matriz cuadrada que coincide con su traspuesta.
1 2 6
3 5
6 5 0
. /
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OPERACIONES CON MATRICES

( Suma de matrices A + B

Se suman matrices del mismo tamano sumando elementos en la misma posicion.

3 3 1
2 6 3

201+130_ 241 043 140\
3 41 -1 2 2) \3+(-1) 442 1+2)
-

Propiedades:

» Conmutativa: A+ B =B+ A.

» Asociativa: A+ (B+C)=(A+ B)+C.

» Elemento neutro: Matriz nula 0: 0+ A=A+ 0= A.
» Elemento opuesto: —A4, A+ (—A)=(—A4)+A=0.

s - :
Producto de un niimero por una matriz k- A

Se multiplican todos los elementos de la matriz por el nimero.

o (L0 1\_ (31 3.0 3-1)_(30
32 -1) " \3:3 3.2 3-(-1)) \9 6
-

3
-3

)

Propiedades:

k-(A+B)=k-A+k-B.
(k+t)-A=k-A+t A
(k-t)-A=k-(t-A).
1-A=A

J\

( Producto de dos matrices A - B

El niimero de columnas de la primera matriz debe de coincidir con el nimero de filas de la segunda.

5 1 B 0O 1 1 12 fila x 12 columna 12 fila x 22 columna 12 fila x 32 columna
(3 0 1) 2 13| = (2-0+(—1)-2+1-3 2.1+ (-1)-1+1-1 2-1+(—1)-3+1-0> :(1 2 —1)
3 10 3 4 3
~ 3-0+0-2+1-3 3-1+0-1+1-1 3-1+0-34+1-0
2x 3 2x3

3 x3 22 fila x 12 columna

FILAS POR COLUMNAS

Propiedades:

= Asociativa: A-(B-C)=(A-B)-C
k(A-B)=(kA) - B.

= Distributiva: A- (B+C)=A-B+A-C
(B+C)-A=B-A+C-A.

= Elemento neutro. A-I =1-A=A.

22 fila x 22 columna

22 fila x 32 columna

{CUIDADO!

En general el producto no es conmutativo:
s A-B#B-A.
» (A+B)?# A%2+2AB + B~
» (A—B)?2+# A? - 2AB + B2
» (A+ B)(A- B) # A?2 — B2,
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( Matriz traspuesta A A
Se obtiene intercambiando el papel de filas y columas:
2 5 Propiedades:
2 3 1\
Y e A = ((A)) = A
19 » (A+B)t = A"+ B,
—_———
2x3 ~—— w (k-A)f =k A
3x2 » (4-B)t = Bt. At 10JO: cambio de orden!
- . J
- . ~
Matriz inversa A~!
Calculo por adjuntos:
1 2 0 3 0 3
1 o 1‘ o 1' +12’
1 1 0 3 1 L o L3 | 3 1 0 =3
-1 _ _~ t _ o _ _
4 |A‘ad](’4) (1) é ? 14 0o 1] Tlo 1 12 | T [1) (1) 1
n 1 1 1 0 i 1 0
0 0 0 0 11
Calculo por Gauss:
Intercambiar filas
(AlI) — (I] A7) Escalonar con operaciones fila: Multiplicar /dividir fila por un nimero (para conseguir unos)
Sumar a una fila un miltiplo de otra (hacer ceros)
1 0 3|1 0 1 0 3 1 0 0 Fi—F|—3F3 1 0 0 1 0 -3
11 2/0 10 | B2 001 —1)—1 10 | 222001 0] -1 1 1
0 0 1]0 0 1 00 1| 001 0 01 0 0 1
Propiedades: iCUIDADO!
» Definicién: Cumple A- A~! = A=1. A =1. » Una matr%z que NO es c.uadrada NO tienfz inv.ersa.
 (AH = A = Una matriz con determinante nulo NO tiene inversa.
o (k-A)"l=21.4"1 = Una matriz con una fila o columna de ceros NO tiene inversa.
» (A-B)7! ZkB_1 - A7l 10JO: cambio de orden! D B o AT B
— T = = s Para "despejar”’importa el orden. Si A tiene inversa:
I' =1 pej P
) Atjl._ A-1)t A-X=B = X=A41.B
= (AT = (A7) X-A=B = X=B-A"!
N\ J
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DETERMINANTES. CALCULO Y PROPIEDADES.

( Calculo de determinantes (I)

Determinante 2 x 2: Determinante 3 x 3. Regla de Sarrus:

abc| |abc| |abc
def| [def| |def
a b a b c ghi| (ghi| (ghi

d:ad_bc' d e fl= ( aei + bfg + dhc )—( ceg + bdi + fha )

g h i abc| |abc| |abc

def| |[def| |def

ghi| |ghi| [ghi

AY4

Calculo de determinantes (II)

Adjunto de un elemento:

Aij =

Signos: 1
+ - + . . -

a— |- L _ Ejemplo: A= 2
+ -+

adjunto del término en la fila ¢ columna j

= Ol O
S O N

I
Az =—13
2

(—1)"/determinante de la matriz al quitar fila i y columna j

_
(S

?

B T

30
——’2 6'——(3~6—0-2)——18

O O I

Determinante por adjuntos:

Se elije una fila (6 columna): el determinante es la suma de los elementos de la fila (6 columna) multiplicados por sus adjuntos.

1 9 2 3 0 1 2 1 2
3 5 0/=0-Ap+5 -Ap+4-A3=0- |- + 5|+ +4 (- =0+10+ 24 = 34.
2 6 2 6 3 0
2 4 6
Lo 0 2 1 2 10
5 0 3 0 3 5
2 4 6
A\
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( Propiedades de los determinantes (linea=fila 6 columna)

» El determinante de la identidad es 1. Il=1
= Al trasponer el determinante no varia:

A" = |A]

» El determinante de la inversa es la inversa del determinante:

1
A7 = o
4

= Determinante del producto es producto de determinantes:
|A-B| = [A]-|B|

» SiAesnxmn, |k-Al =Ek"-|A|
» El determinante de una matriz triangular es el producto de su diagonal.

0 0 9 1 7
1 3 0|=2-3-1=6. 0 2 1|{=9-2- -2 =36
9 7 1 0O 0 2
= El determinante de una matriz diagonal es el producto de su dia-
gonal.

3 0 0
0 1 0|=3-1-2=6.
0 0 2

= Si tiene una linea de ceros, el determinante es 0.

1 2
37
49

5 3 1 1 3 0
2 7 9]=0, 6 9/ =0
5 3 1 -1 -3 2

-

Si una linea es combinacién lineal de las otras, el determinante es 0.

a a+b b
3 4 11=0
0 2 2

Si se permutan dos lineas el determinante cambia de signo.

=~ Ot W
=~ Ot W

2 1 1 2
5 0|=—-]0 5
1 0 0 1

Si a una linea se le suma un multiplo de otra el determinante no
varia.

1 2 2 |1 24(-2-1 2 10 2
2 5 1=[2 54+(-2)-2 1/=[2 1 1
2 4 7 |2 44(-2)-2 7 [2 07

Si una linea se multiplica por k, el determinante se multiplica por k.

7T 1 3 7 1 3 7T 1 3
3-12 1 2|=|3-2 3-1 3-2|=|6 3 6
9 0 1 9 0 1 9 0 1

Si una linea es suma de dos, el determinante se descompone en suma
de dos determinantes, con las otras lineas invariantes:

5 x+2

15w
1 y+4 |

1y

5 2
1 4

iCUIDADO!

Si A, B son matrices n X n:
» |A+ B| # |A| + |B|.
w | — Al #[A] (es | - Al = (=1)"|A4])
n [kA| # E[A| (es |kA| = k™ - |A])

J
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