Paris J., Couceiro I.—”Problemas de Introduccion a los Métodos Numéricos” Préctica 5

INTRODUCCION A LOS METODOS NUMERICOS 2023/2024
Interpolacién e Integracion (PRACTICA 5)

1. Un ingeniero desea obtener una funciéon continua que aproxime un conjunto de datos obtenidos
experimentalmente. Los datos de que se dispone son:

IE(]:L f($0)23
Ty = 35 f(‘rl) =5 (1)
.%'2:6, f(x2):6

Para ello se plantea:

a) Obtener el polinomio interpolador que pasa por los puntos dato utilizando la base de polinomios
canonica (Ecuaciones Normales).

b) Obtener el polinomio interpolador que pasa por los puntos dato utilizando la base de polinomios
de Lagrange.

c¢) Para asegurarse la obtencién del resultado correcto el ingeniero se plantea la comparacién de los
dos polinomios obtenidos en los apartados anteriores. ;Son iguales los polinomios que se obtienen
para los apartados a) y b)? Comprobar a su vez que los polinomios pasan por los puntos dato
de interpolacién.

d) A la vista del resultado anterior, el ingeniero decide que los resultados obtenidos no se ajustan
a lo esperado y se plantea una nueva estrategia. Dado que desde un punto de vista tedrico
sabe que los valores dato deben ajustarse a una recta se plantea tomar un mayor numero de
datos y calcular la recta de regresion mediante aproximacién por minimos cuadrados. Los datos
utilizados en este caso son:

o= 1, f(wo)= 3
z1= 3, flz1)=5
zo= 6, f(z2)= 6 (2)
xIr3 = 10, f($3) =9
Ty = 11, f($4) =10

e) Introducir los datos del apartado anterior en una hoja de calculo y obtener la recta de ajuste por
minimos cuadrados. Comprobar que la ecuacién coincide con la obtenida en el apartado anterior.

f) Repetir el célculo del apartado d) teniendo en cuenta que todos los puntos tienen un coeficiente
de ponderacién unitario a excepcién del ultimo punto, que tiene un coeficiente de ponderacion
2.

Solucién 1.a Para obtener el polinomio interpolador mediante la base canénica tenemos que resolver el
sistema de ecuaciones con matriz de Vandermonde tal que:

x8 :E(l) x(z) ao f (o)
a) xp af ar o =14 flz1)
¥y 23 as f(x2)
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Que para este problema quedaria como:

1 1 1 ao 3
1 3 9 ar p =4 5
1 6 36 a2 6

Si se resuelve el sistema de ecuaciones se obtiene que:

agp 8/5
aq == 23/15
as —2/15

De modo que el polinomio interpolador queda como:

2, 23 8
15 15" 5

Solucién 1.b El polinomio interpolador en base de Lagrange se plantea como:

P; (x)

Po(z) =Y Li(z)f(zi)
i=0

donde £;(x) son los polinomios de la base de Lagrange obtenidos como:

n

L= [ =%

j ~ 0 XTi — Ty
J#i
En este caso con n = 2 calculamos la base de polinomios como:
_ (z=-3)(z—-6)  (r—3)(x—6)
Lol@) = =36 ~ 10
_ (z-1)(z—-6)  (r—1)(x—6)
L) = GThEZe —6
o (z-1(xz-3)  (r—1)(xz—-3)
Lalr) = G638 15

El polinomio resultante es por tanto:

x—3)(m—6)+5(x—1)(33—6)+6(

x—1)(z —3)

(
P =
2(z) =3 10 —6 15

Solucién 1.c Para comparar ambos polinomios, operamos las expresiones obtenidas:
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Solucion 1.d

—3)(xz —6) (r—1)(x —6) (x —1)(z—3)
PE@) = 3\
() 3 10 +5 6 +6 1F
= i(gv2—933—|—18)—§(m2—7m—i—6)—i—£(302—430—}—3)
10 6 15
— 3_§+£ 2 — 5_3754_% T+ 574_@_’_178
B 10 6 15 10 6 15 10 6 15
= _—2x2+§x—|—§
15 15 5
-2 2
PS(x) = 1—5x2+1—§x+§

Como se puede ver, el polinomio interpolador obtenido en base de Lagrange o en base
candnica es exactamente el mismo. En este caso ademas hemos resuelto el sistema de ecua-
ciones con matriz de Vandermonde de forma analiticamente exacta. Para problemas con
polinomios de mayor orden y resolucion numérica la propagacion de errores podria invalidar
el resultado obtenido con la base candnica.

Podemos comprobar ademas que pasa por los puntos de interpolacién sin mas que evaluar
el polinomio interpolador en los puntos base:

i flz) PS(xi) Pf(x)
1 3 3 3
2 5 5 5
3 6 6 6

Planteamos la obtencién de la recta de regresiéon por Minimos Cuadrados:

xo=1 , f(xzg)=3 Recta de regresion = m =1
T = 3 s f(.%'l) =5

zo=6 , f(z2)=6 (polinomio de orden 1)

x3 =10 ; f(.’IJg) =9

zg =11 | f(z4) =10 5 puntos dato = n =4

La base de polinomios, utilizando la base candnica sera:
By(z) =1 , Bi(z) ==

La recta de regresion sera de la forma Pj(x) = ag+aj z y el sistema de ecuaciones a resolver
queda como:

< B()(.%'Z'), Bo(xl) > < B()(xi), Bl(xz) > ZBO(xl>f(xl)
=0

< Bl(mi), Bo(xi) > < B1($¢),B1($i) > Zn:Bl(x,)f(xz)
=0
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i=0 i=0
in Z z} a1 Z v f (7;)
i=0 i=0 i=0
5 31 ap '\ _ 33
31 267 a1 ]\ 254
33 31 5 33
254 267 937 31 254 247
) = —— -7 — S5 al=—"-F=—
5 31 374 5 31 374
31 267 31 267

Por lo tanto la expresién del polinomio o en este caso de la recta de regresién serd:

937 247
Pi(z) = o0 4 220
@) =37y T g ®

Solucion 1.e La recta obtenida seria:

12
f(x) = 0,660427807486631 x + 2,50534759358289
10 R2=0,982684749693963

8
6 B datos
— Linear (datos)
4
2
0
0 2 4 6 8 10 12

Solucién 1.f Si todos los puntos tienen un coeficiente de ponderacién unitario salvo el dltimo que tiene
un coeficiente de ponderacion 2 el sistema a resolver quedaria como:

n—1 n—1
(n+2) Z x; + 22y ao Z f(@i) +2f(zn)
i=0 i=0
n—1 n—1 N n—1
Z i + 2z, Z xf + 2x721 a1 Z zif(zi) + 220 f(zp)
i=0 i=0 i=0

Esto es:

(oo ) ()= (o)
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43 42 6 43
364 388 349 42 364 63
apg = —————————F = —— =" = —
6 42 141 6 42 94
42 388 42 388
Y la recta de regresion ponderada quedaria como:
349 63
P, = — 4+ —
(@) =7 T ”
12
10
8
® datos
6 ® Linear (datos)
4 —— ajuste_ponderado
2
0
0 2 4 6 8 10 12

Como se puede observar el hecho de que el coeficiente de ponderacion del tltimo punto sea
mayor que el resto hace que la recta se aproxime mas a ese punto.

2. Calcular los pesos de integracién para las cuadraturas de Newton-Cotes cerradas con 2 y 3 puntos
de integracién. ;A qué algoritmos conocidos corresponden?

Solucién 2 El célculo de los pesos de integracion de las cuadraturas de Newton-Cotes se realiza me-
diante la integracion de los polinomios base de Lagrange, mediante la expresién:

Lo que se corresponde con la férmula del Trapecio.

Para 3 puntos de integracion:
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2(a—1)(a—2 20?2 — 2 h
wo — /@)(a)da:h/ o’—3at2,  h
o (0-1 0 3

0—1)(0-2) 2
(a—0)(a—2 B 202 - 2a _4h
wl—h/o A=0)(1-2) doz—h/o 3 da—3
B 2(a=0)(a—-1) o 20?2 -« a—ﬁ
wQ_h/O 2-0@z-1 ° _h/o ;=3

Lo que se corresponde con la férmula de Simpson.

3. Un Ingeniero desea comprobar la fiabilidad de las cuadraturas de integracion mas habituales
resolviendo una integral de la que se conoce su solucién analitica:

jus

I= /0 ® cos(z)dz (3)

Para ello se propone calcular la integral mediante varios métodos numéricos y comparar la
solucién obtenida con la solucién analitica. Los métodos propuestos son:

= Cuadratura de Newton-Cotes cerrada con 3 puntos de integraciéon
= Cuadratura de Newton-Cotes cerrada con 5 puntos de integracion
= Método del trapecio compuesto con 4 subintervalos

= Método de Simpson compuesto con 2 subintervalos
Se pide:

a) Obtener numéricamente la aproximacién de la integral propuesta con cada uno de los méto-
dos propuestos anteriormente

b) (Qué algoritmo proporciona una mejor aproximacién de la integral con un menor nimero
de puntos de integracién?

c¢) (Qué algoritmo resulta méas sencillo en su aplicacién?

d) ;Coinciden los resultados con los esperados?

Solucién 3.a Calculamos la integral de forma numérica mediante cada una de las cuadraturas propuestas:

Newton-Cotes cerrada con 3 puntos de integracion

Es decir, n = 2 o lo que es lo mismo, la regla de Simpson. Por lo tanto, la integral se
aproxima como:
b—a 7w/2-0 7

Izg(f(xo)—l—élf(:m)%-f(m)), con h= — = u

y los puntos base de integracion.

x0=0, x1=mw/4, zp=7/2
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Solucion 3.b

Solucién 3.c

1x V2
I~-——[1+4— ~ 11,0022
= 31 ( + 5 —|—0> ,0022799

Newton-Cotes cerrada con 5 puntos de integracion

Es decir, n = 4, en este caso la integral se aproxima como:

b—a w/2-0 =

Imig<7(f(xo+f(w4))+32(f(x1)+f($3))+12f(l“2))’ con h=—m=m =

y los puntos base de integracion.
.7}0:0, x1:7r/8, x2:7r/4, x3:37r/8, .’L‘4=7T/2
y la funcién en los puntos base:

f(zo) =1, f(x1)~0,9238795, f(x2) = \/5/2, f(z3) ~ 0,3826834, f(x4) =0

- 1~ 099559

Método el trapecio compuesto con 4 subintervalos

Es decir n = 4, por lo tanto el equiespaciado serd de nuevo 7/8, y los puntos base de
integracién son los mismos que en el caso anterior. No obstante, ahora la férmula compuesta
del trapecio se aplica como:

Método de Simpson compuesto con 2 subinterbalos

Es decir n = 2, y por tanto el equiespaciado vuelve a ser 7/8. Volvemos a usar los mismos
puntos base pero con la férmula compuesta de Simpson, en este caso:

I~ g(f(xo) +4f(z1) +2f(22) +4f(23) + f($4)> ~

Para comparar los métodos de integracién y los resultados calculamos el valor de la integral
de forma analitica y el error relativo de cada uno de los métodos:

z w/2
I= / cos(z)dx = sin(x) =1
0 0

Método Aproximacion  Error relativo
NC 3 puntos 1.0022799 -2.28E-03
NC 5 puntos 0.9999899 1.01E-05
Trapecio Comp. 0.9871146 1.29E-02
Simpson Comp. 1.000133 1.33E-04

Por lo tanto, la mejor aproximacion al valor de la integral se consigue con la cuadratura de
Newton-Cotes con 5 puntos. Sin embargo, con la férmula de Simpson simple, que inicamente
utiliza 3 puntos ya obtiene una aproximacion relativamente buena.

Cualquiera de las férmulas utilizadas en sencilla de aplicar. Sin embargo, la expresién del
trapecio compuesto es la més sencilla de todas.
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Solucién 3.d Los resultados se ajustan a lo esperado. Los errores obtenidos en cada caso concuerdan con
el orden de aproximacién de cada método.
La férmula de Newton-Cotes con 5 puntos obtiene una buena aproximacién porque el orden
del polinomio es elevado. Sin embargo, su expresion es mas compleja que la de las formulas
compuestas. Tanto el Trapecio compuesto como Simpson compuesto dan un resultado bueno
y sus expresiones no solo son sencillas si no que permiten aumentar el nimero de puntos
sin hacer mas compleja la expresion.

4. Un ingeniero estd desarrollando un programa de ordenador para trazado de obras lineales (ca-
rreteras, ferrocarril, ...). Para calcular el volumen de material de desmonte y de terraplén que
necesita mover para realizar la obra se plantea la utilizacién de un método numérico de integra-
cién. El programa de trazado que ha realizado le proporciona el drea de las secciones de desmonte
y de terraplén cada 20 m a lo largo de la traza de la obra. ;Qué algoritmo seria adecuado te-
niendo en cuenta que se pretende obtener una estimacién y que su aplicacion debe ser lo maés
sencilla posible? ;Cémo se plantearia la obtencién de los volimenes de material de desmonte
y de material de terraplén a partir de las dreas en secciones equiespaciadas con el algoritmo
anterior? Desarrollar su expresién.

Solucién 4 El algoritmo mas adecuado seria la Férmula Compuesta del Trapecio. De esta forma, se
estimaria que la variacién del area de desmonte y de terraplén entre una seccion y otra es
lineal.

La forma de calcular el volumen total de desmote y el volumen total de terraplén a partir
de las dreas de desmonte (D;) de cada seccién de de las dreas de terraplén (7;) de cada
seccion serfa:

h
VD%2<D0+2D1+2D2++2Dn1+D”>

h
VT%2<T0+2T1+2T2+---+2TH1+T">

En la siguiente figura se puede ver de forma esquematica el procedimiento..
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terreno natural

5. Un ingeniero necesita desarrollar una herramienta de calculo de integrales numéricamente que
le permita abordar gran variedad de problemas de forma sencilla. Se pide:

a)

b)

Solucion 5.b

Deducir la expresion general del método de Simpson compuesto utilizando 2p+ 1 puntos de
integracién, de modo que su implementacién en un programa de ordenador se pueda hacer
de forma automatica y sencilla.

Utilizar el algoritmo anterior para calcular la integral:
2 2
/ e " dx
0

Realizar un programa de ordenador en lenguaje Fortran que permita realizar el andlisis
anterior de forma sencilla. Analizar el problema del apartado b) con valores de p crecientes
y analizar las soluciones obtenidas.

con 7 puntos de integracion en total.

Si utilizamos 7 puntos de integracién, numerados de 0 a 6, quiere decir que estamos
utilizando p = 3 particiones del dominio de integracién. Por lo tanto, para este caso
h=(2-0)/6 =1/3 y la integral aproximada quedaria como:

h p—1 p—2
I~ |f(xo) + 42 f(woi1) + 22f($2z‘+2) + f(x2p)

3 ; ,
1=0 =0
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iz f(x)
0 0 1
1 1/3 e /9
2 2/3 %9
31 e !
4 4/3 e 16/9
5 5/3 e 25/
6 2 et

1
Trg [l (e b 4e7®00) 2 (o7 4 o710/7) 4+ o71] ~ 0,882031575

Solucién 5.c Realizamos un programa en lenguaje Fortran que ademds sea ficilmente adaptable para

realizar otras integrales de otras funciones, con diferente intervalo de integracién y con
diferente nimero de particiones.

10
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program formula_compuesta_Simpson
implicit integer*4(i-n)
implicit real*8(a-h,o0-z)

write(6,*)’Indique el numero de particiones del dominio’
read (5, *)np
write(6,’(/a,i6,a)’) ’Calculando la integral con ’,2*np+i,

& > puntos’

&

a=0.d+00
b=2.d+00

h=(b-a)/(2.d+00xdble (np))
s1=f (a)+f (b)

s4=0.4d+00

do i=0,np-1
xi=a+(dble(2*i+1)*h)
s4=g4+f (x1i)

enddo

s2=0.d+00

do i=0,np-2
xi=a+(dble (2*i+2)*h)
s2=s2+f (x1i)

enddo

sc=h/3.d+00* (s1+4.d+00*s4+2.d+00%*s2)

write(6,’(//a,e24.16,a,i5,a)’)’I =’,sc,

? (F. compuesta de Simpson y ’,2*np+l,’ puntos)’
read(5,*%) ! Este "read" lo ponemos para poder hacer
I doble click en el *.exe y ver el resultado
end

real*8 function f(x)
implicit integer*4(i-n)
implicit real*8(a-h,o0-z)

f=exp (-x*x)

return
end

11
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p ISimpson comp.
3 0,8820315749547210
) 0,8820748768544940
7 0,8820796946350178
10 0,8820809835944895
15 0,8820813103490911
30 0,8820813857372951
50 0,8820813901111865
100 0,8820813907217201
200 0,8820813907623563
1000 0,8820813907624179

6. Se desea calcular el valor de la integral de una serie de funciones continuas

I— /  fa)da

con un método numérico que proporcione buenos resultados y sea sencillo. Para ello el ingeniero se
plantea hacer un ejemplo concreto de prueba de cara a comprobar qué método es mas aconsejable.
Se pide:

a) Obtener un valor aproximado de la integral,
5
1
I = / —dzx
2 X

a.l) La cuadratura de Newton-Cotes cerrada con 3 puntos de integraciéon obtenida en el
apartado anterior

mediante:

a.2) Una cuadratura de Newton-Cotes cerrada con 4 puntos de integracién

a.3) La regla compuesta del trapecio para 5 puntos de integracién

a.4) La regla compuesta de Simpson para 5 puntos de integracién

a.h) Calcular el valor analitico de la integral y comparar el error obtenido con los métodos.

b) A partir de los resultados anteriores indicar justificadamente qué método seria el mas re-
comendable con caricter general.

Solucién 6.a.1 Calculamos con Newton-Cotes y 3 puntos de integracién

h
I~ g(fo +4f1 + fo) ~ 0,921428571429

Solucién 6.a.2 Calculamos con Newton-Cotes y 4 puntos de integracién

3h
I'~ g(fo +3f1 4+ 3f2 + f3) = 0,91875000000

Solucién 6.a.3 Calculamos con la regla compuesta del trapecio y 5 puntos de integracion
h
IS (fo+2(fi + fa+ f3) + fa) = 0,92598357525

12
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Solucién 6.a.4 Calculamos con la regla compuesta de Simpson y 5 puntos de integraciéon

I ~

| >

(fo+4f1 +2fo+4f3+ f1) = 091678762414

Solucién 6.a.5 Comparamos los resultados con la solucién analitica I = In(5) — In(2) ~ 0,91629073187

Método Lopprox Error relativo
Newton-Cotes 3 puntos 0,92142857143 0,5607 %
Newton-Cotes 4 puntos 0,91875000000 0,2684 %
Trapecio Comp. 5 puntos 0,92598357525 1,0578 %
Simpson Comp. 5 puntos 0,91678762414 0,0542 %

Solucién 6.b Con carédcter general el mejor método seria la cuadratura compuesta de Simpson, porque
presenta una expresion sencilla y muy facil de programar y ademas permite aumentar el
nimero de puntos de integracién hasta donde sea necesario. La féormula compuesta del
trapecio también tiene estas caracteristicas y un coste muy similar pero es, en general,
menos precisa.
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