Paris J., Couceiro I.—”Problemas de Introduccion a los Métodos Numéricos” Practica 4

INTRODUCCION A LOS METODOS NUMERICOS 2023/2024

CALCULO MATRICIAL Y SEL (PRACTICA 4)

1. Cierto problema de ingenieria conduce a la utilizacién de la matriz simétrica:

2 -1
-1 2 -1
A— -1 2 (1)
-1
-1 2 -1
-1 2

Se pide:

a)
b)

Solucion 1.a

Proponer un esquema de almacenamiento eficiente para esta matriz.

Desarrollar un algoritmo especifico y eficiente que permita realizar el producto de matriz
por vector para matrices con estructura similar a la propuesta.

Aplicar en el algoritmo desarrollado en el apartado anterior el esquema de almacenamiento
propuesto en el apartado a).

Proponer un algoritmo que permita descomponer la matriz A como A = LDL" de forma,
eficiente.

Aplicar el esquema de almacenamiento propuesto en el apartado a) en el algoritmo de
factorizacion anterior.

Proponer, a partir de la descomposiciéon anterior, algoritmos eficientes para resolver un
sistema del tipo Az = b.

Aplicar en estos algoritmos el esquema de almacenamiento propuesto.

Desarrollar un programa de ordenador que permita resolver el sistema de ecuaciones pro-
puesto para un vector de términos independientes b tal que b; =1, i =1,...,nconn < 30

Para establecer un esquema de almacenamiento adecuado para una matriz es importante
tener en cuenta las operaciones que vamos a realizar con ella. Asi, el esquema de alma-
cenamiento que propongamos para esta matriz variard si por ejemplo queremos hacer un
producto de la matriz por un vector o si queremos calcular la inversa de la misma. Para
el producto de matriz por vector podemos plantear un esquema de almacenamiento que
s6lo almacene los términos no nulos, porque son los que intervienen en la operacién. Los
términos nulos no aportan nada al producto. Sin embargo, si queremos calcular la matriz
inversa se puede comprobar que la inversa de una matriz tridiagonal es una matriz llena.
Y por tanto, no seria razonable utilizar el mismo esquema de almacenamiento que para el
producto.

En el caso que nos ocupa vamos a calcular el producto de una matriz por un vector y
la factorizaciéon de Cholesky. La factorizaciéon conserva el ancho de banda, por lo que un
esquema de almacenamiento en banda serd la forma mas eficiente de almacenar esta matriz.
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De modo que:

aij

—1 1 I 2]
2 -1 —1 2
- ~ T=1-1 2
-1 2 -1 :
-1 2 | -1 2 ]
.. . a =1
>
s Sz {B—2+j—i
tap o= j
oo
™ SLiz] {5-—2+ij

(3)

Solucién 1.b El algoritmo de producto de matriz por vector para una matriz simétrica en banda lo vamos
a obtener de modo parecido a como se planted en el ejemplo practico en teoria. Partimos
de la ecuacion algebraica del producto de matriz por vector y escribimos el algoritmo en

pseudocddigo.

p=Ax

Escribimos un algoritmo general de producto de matriz por vector:

b1

Di

DPn

[ a1
= | aj Qjj
L Anl
do t=1,n
. n . .
p(i) = > ali,j) xv
j=1
enddo

Q1n

07793

( V1

v;

Un

(4)

El algoritmo adaptado para una estructura de matriz tridiagonal quedaria como:

b1
D2

Pn

a1
a21

a12
a22

azs
Qi i—1 Qi Q41
do 1=1,n
min(n,i+1)
p(i)= X
j=méx(1,i—1)
enddo

Qnpn—1

a(i, j) * v(j)

an—1,n

Qnn

U1
V2

Vi—1

Vi1

Un—1

Un )
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Solucién 1.c

Solucion 1.d

Solucion 1.e

Si ahora tenemos en cuenta que la matriz es simétrica y se adopta como criterio que se
almacena solo la parte inferior de la misma tenemos que separar los términos que estan en
la parte superior de la matriz de los que estdn en la parte inferior.

B T (

p1 ail a2 U1
D2 a1 a2 a23 V9
, = (9)
pi Q5541
Vit1
Qp—1,n Un—1
\ DPn B ann—1 ann | Un,

do i1=1,n

i min(n,i+1)
p(i) = X + 2 ali,jg) xv(j) (10)
j=méx(1,5—1) j=i+1

enddo

Solucién Una vez separados los términos de la parte superior (en color azul) y los de la
parte inferior (en color verde) podemos aplicar el esquema de almacenamiento propuesto
en (3), de modo que el algoritmo quedarfa ahora como:

do i=1,n
i min(n,i+1)
p(i)= > t@2+7—)xv(j) + > 0,241 j)*v(j) (11)
j=max(1,i—1) j=i+1
enddo

El algoritmo de descomposicién en este caso seria el algoritmo propuesto en teoria para ma-
triz tridiagonal particularizado para matriz simétrica. Lo escribirifamos en lenguaje Fortran
como:

d(1,1)=a(1,1)

do i=1,n-1
1(i+1,i)=a(i+1,i)/d4(i,1)
d(i+1,i+1)=a(i+1,i+1)-d(i,1)*1(i+1,1i)**2
1(i+1,i+1)=1

enddo

A continuacion aplicamos el esquema de almacenamiento propuesto al algoritmo de des-
composicién anterior. Para ello tendremos en cuenta que la diagonal de la matriz D se
almacenard en un vector d y que la matriz L se almacena también como matriz en banda

L.

air ~ tio

aiy1,i ~ tig11

Qit1it1 ~ tig12 (12)
livii ~ lbiy11

liv1i41 ~ lbit1p2

Si se hace asi el algoritmo quedaria como:
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d(1)=t(1,2)

do i=1,n-1
1(i+1,1)=t(i+1,1)/d(i)
d(i+1)=t(i+1,2)-d (1) *1b(i+1,1)**2
1(i+1,2)=1

enddo

Como esta forma de resolver el problema involucra varios esquemas de almacenamiento
para las diferentes matrices y ademés es necesario redefinir nuevas matrices y vectores (d y
Lbd) lo més facil y razonable seria plantear el algoritmo almacenando la factorizacién sobre
la propia matriz de datos. El algoritmo quedaria asi como:

do i=1,n-1
t(i+1,1)=t(i+1,1)/t(i,2)
t(i+1,2)=t(i+1,2)-t(i,2)*t (i+1,1)**2
enddo

Solucién 1.e Dada la descomposicion de cholesky realizada en los apartados anteriores la resolucion de
los sistemas se puede plantear como:

Lz=b
LDLT2z = b — Dy==z (13)
L'z =y

Entonces los algoritmos de resolucién quedarian como:

z(1)=b(1)

do i=2,n
z(1)=b(1)-1(i,i-1)*z(i-1)

enddo

do i=1,n
y(i)=z(i)/d(i,1i)
enddo

x(n)=y(n)

do i=n-1,1,-1
x(1)=y(1)-1(i+1,i)*x(i+1)

enddo

Solucién 1.g Si se aplican los esquemas de almacenamiento propuestos anteriormente para D y para L
el algoritmo quedaria como:

z(1)=b(1)

do i=2,n
z(1)=b(1)-1b(i,1)*z(i-1)

enddo

do i=1,n
y()=2(1)/d (i)

enddo
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x(n)=y(n)

do i=n-1,1,-1
x(1)=y(1)-1b(i+1,1)*x(i+1)

enddo

En todo caso, desde un punto de vista de implementacion en un programa de ordenador lo
m4s sencillo seria almacenar todas las matrices sobre la propia matriz de datos (de acuerdo
con la factorizacién propuesta al final del apartado 1.e) y resolver los sistemas de ecuaciones
almacenando los resultados sobre el propio vector de términos independientes. En ese caso
estos algoritmos quedarian como:

do i=2,n
b(i)=b(i)-t(i,1)*b(i-1)
enddo

do i=1,n
b(i)=b(i)/t(i,2)
enddo

do i=n-1,1,-1
b(i)=b(i)-t(i+1,1)*b(i+1)
enddo

La factorizacién propuesta al final del apartado 1.e) y el algoritmo de resolucién de sistemas
inmediatos que acabamos de desarrollar ahora serian la forma mas sencilla de implementar
en un programa de ordenador la resolucion de este tipo de sistemas de ecuaciones lineales.
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2. Dado el sistema de ecuaciones con matriz:

a1l

as1 a22
A=| , (14)

an,1 an,.n
Se pide:

a) Si es posible, desarrollar un algoritmo que permita resolver eficientemente el sistema de
ecuaciones Az = b de forma directa sin necesidad de transformar previamente el problema.

b) Deducir la complejidad computacional (mediante el nimero de operaciones requerido) del
algoritmo resultante.

Solucién 2.a El sistema propuesto se trata de un sistema triangular inferior. Por tanto se puede resolver
de forma inmediata con un algoritmo de sustitucion hacia adelante.

an T by

az1 ao2 T2 by

asy ass r3 \ =] b3 (15)
| Gnl Qnn | T, by,

x1 = bi/an
xg = (ba — a1 x1)/ae
x3 = (b3 —as1 x1)/ass (16)

a1 r1 = by
a1 T1 + a2 = by
az1 1+ azz v3 = b3

L1l

Apl 1 + App T = bn — Tp = (bn — Qnpl xl)/ann
El algoritmo quedaria como:

x(1)=b(1)/a(1,1)
do i=2,n
x(1)=(b(@)-ali,D*x(1))/ai,i)

enddo

Solucién 2.b Las operaciones a realizar son:

1 cociente

1 cociente N T(n) (17)
1 resta (n —1) veces

1 producto
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3. Se desea resolver un sistema de ecuaciones con matriz A mediante un método de eliminacién de
Gauss. La matriz A se define como:

Se pide:

a) Desarrollar completamente el algoritmo de eliminacién de Gauss sin pivotamiento. ;Es
posible realizar el algoritmo anterior de forma eficiente sin incrementar el ancho de banda
de la matriz?

b) Proponer y desarrollar un algoritmo eficiente que permita resolver el sistema de ecuaciones
resultante tras aplicar el Método propuesto en el apartado a).

¢) Desarrollar completamente el algoritmo de eliminacién de Gauss-Jordan. ;Es posible reali-
zar el algoritmo anterior de forma eficiente sin incrementar el ancho de banda de la matriz?

Solucién 3.a El algoritmo de eliminacién de Gauss trata de conseguir ceros en la parte inferior de la
matriz a base de realizar transformaciones por filas. Si se analiza el proceso para esta matriz
tenemos que conseguir que los unos que forman la subdiagonal de la matriz se conviertan
en ceros. Por ejemplo, para que el elemento ao; se anule hay que sumarle a la fila 2 la fila
1 multiplicada por (—1/4). Y es inmediato comprobar que esta operacién no modifica el
ancho de banda de la matriz y logra que ag; = 0. Por tanto se puede aplicar el algoritmo
sin incrementar el ancho de banda. El algoritmo seria:

do i=1,n
pivote=a(i,i)
do j=i,min(n,i+1)
a(i,j)=a(i,j)/pivote
enddo
b(i)=b(i)/pivote
do k=i+1,min(n,i+1) I E1 bucle do no se repite. Se ejecuta para k=i+l
factor=a(k,i)
do j=i,min(n,i+1) | Tambien seria correcto do j=i,i+l
a(k,j)=a(k,j)-a(i,j)*factor
enddo
b(k)=b(k)-b(i)*factor
enddo
enddo

Las consideraciones adicionales que se han tenido en cuenta para este algoritmo son:

e La normalizacién de la ecuacién correspondiente al pivote en cada caso se aplica sobre
los términos no nulos.

e La anulacion de los elementos que estdn por debajo del pivote sélo hay que aplicarla
sobre la ecuacién siguiente a la del pivote (k =i+ 1), ya que en el resto de ecuaciones
ya tenemos ceros.

e En la fila en la que queremos eliminar coeficientes (fila k = i + 1) sélo hay que calcular
dos coeficientes: el que se anula y el de la diagonal principal de esa fila.
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Solucién 3.b De acuerdo con lo indicado en el apartado anterior la matriz tras la eliminacién de Gauss

Solucién 3.c

quedara como:

Gz =b, con G =

Por lo tanto el algoritmo quedaria como:

x(n)=bg(n)

do i=n-1,1,-1
x(1)=bg(i)-g(i,i+1)*x(i+1)

enddo

El algoritmo de Gauss-Jordan seria:

do i=1,n
pivote=a(i,i)
do j=i,min(n,i+1)
a(i,j)=a(i,j)/pivote
enddo
b(i)=b(i)/pivote
do k=1,min(n,i+1)
if (k.ne.i)then
factor=a(k,i)
do j=i,min(n,i+1)
a(k,j)=a(k,j)-a(i,j)*factor
enddo
b(k)=b(k)-b(i)*factor
endif
enddo
enddo

1 g12

I gos

In—1n

(19)

Como se puede observar al realizar las operaciones no es posible aplicar el método de
eliminacién de Gauss-Jordan sin amplificar el ancho de banda, porque al conseguir ceros en
la parte superior destruimos el ancho de banda. Por este motivo el bucle en k£ empieza en

k=1.
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4. La resolucién de un determinado sistema de ecuaciones lineales (Ly = b) nos proporciona valores
puntuales de la solucién de un determinado problema en un conjunto de n puntos (x;, i =
1,...,n) equiespaciados en el intervalo [0,1], donde ;1 = 0 y x,, = 1. La matriz del sistema de
ecuaciones corresponde a una matriz triangular inferior con estructura en banda y semiancho de
banda inferior [ = 2:

lia
log lap

I31 32 33
lag laz  lag

ln,n—2 ln,n—l ln,n

Se pide:

a) Desarrollar completamente un algoritmo eficiente de resolucién del sistema con matriz trian-
gular inferior (L) que nos permita obtener y a partir de b.

b) Desarrollar completamente un esquema de almacenamiento eficiente para esta matriz y
aplicar este esquema en el algoritmo de resolucién propuesto en el apartado anterior.

Solucién 4.a El problema propuesto corresponde a la soluciéon de un sistema de ecuaciones triangular
inferior en banda. Por lo tanto, el problema se resuelve mediante sustitucién hacia adelante.

li1y1 =01

lo1 y1 + l22 Y2 = bo

I31y1 + 132 Y2 + l33 y3 = b3
lazyo +la3ys +laa ys = by

ln,n—? Yn—2 + ln,n—l Yn—1 + lnn Yn = bn

De modo que el algoritmo queda como:

y(D=b(1)/(1(1,1)

y(2)=(b(2)-1(2,1)*y(1))/1(2,2)

do i=3,n
y(1)=(b(1)-1(i,1i-2)*y(i-2)-1(1i,i-1D)*y(i-1))/1(i,1)

enddo

Solucién 4.b Tenemos una matriz triangular inferior en banda. Por lo tanto dado que lo que queremos
resolver un sistema de ecuaciones lo mas adecuado serd utilizar un esquema de almacena-
miento en banda.

l11
log 22
l l l
L e 7o 31 32 33 (22)

_ln,n72 ln,nfl lnn
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1(if,ic) ~ t(a, B) con { g:;f+1+ic—if

Si aplicamos el esquema de almacenamiento:

y(1=b(1)/t(1,3)

y(2)=(b(2)-t(2,2)*y(1))/t(2,3)

do i=3,n
y(1)=((b@)-t(i,D*y(i-2)-t(i,2)*y(i-1))/t(i,3)

enddo

(23)

10
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5. El andlisis de la flexién estructural de una viga empotrada en ambos extremos sometida a una
carga transversal a su eje viene determinada por un sistema de ecuaciones con matriz:

7T -4 1
-4 6 —4
A= 1 -4 6 1 (24)
- -4 1
1 -4 6 —4
i 1 -4 7]

Se pide:
a) Plantear y desarrollar un algoritmo eficiente de factorizacién que permita descomponer la

matriz A como LDLT.

b) Proponer, a partir de la factorizacién anterior, algoritmos eficientes para resolver un sistema
del tipo Az = b.

¢) Proponer un esquema de almacenamiento eficiente que tenga en cuenta las caracteristicas
particulares de esta matriz.

Solucién 5.a El algoritmo de factorizacién es un caso particular del algoritmo de factorizaciéon para
matriz simétrica en banda con semiancho de banda ¢ = 2.

l171 =1
di1 =ay
dok=1,n-1
i-1
b1, = Qg1 — > lij lgy1,5 i=max(1,k—1),...,k
j=max(1,k—1)
1 = liy1,i/dii i=méx(1,k—1),...,k (25)
bt g1 =1
k
di41,k+1 = Q41 k+1 — > lkv1,j djj Uiy
j=méx(1,k—1)
enddo

Solucion 5.b Los sistemas de ecuaciones con solucién inmediata resultantes se resolverian como:

i—1
Zi:bi— Z lijzj izl,...,n
j=méax(1,i—2)
min(n,i+2)
Ti=yi— . liz i=mn,...,1,(=1) < (hacia atrds)
j=it1

11
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Solucién 5.c

7T —4 1
—4 6 —4
A= 1 —4 6 1 —
s —4 1
1 —4 6 —4
| 1 —4 7
if >ic — { g
Aific ™~ tozB — o
if <ic
f ¥

7

—4 6

1 —4 6

1 —4 6

1 —4 6

|1 -4 7
if

34+ic—if
ic

3+i1—7

(28)

12
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6. Dado el sistema de ecuaciones con matriz:

Se pide:

ai,1

Gn.n

a) Describir la forma general de la matriz U que se obtiene como resultado de descomponer
la matriz A como LDU.

b) Si es posible, desarrollar un algoritmo que permita resolver el sistema de ecuaciones Az = b

de forma directa?

Solucién 6.a Dado que la matriz A es triangular inferior la matriz U serd la matriz identidad (U = I).
La matriz U conserva el ancho de banda de la matriz original y tiene unos en la diagonal.

Solucién 6.b El sistema de ecuaciones propuesto corresponde a un sistema con matriz triangular inferior
particular y por tanto se puede resolver mediante sustitucion hacia adelante teniendo en
cuenta la estructura especifica de esta matriz.

a1

De donde se puede decir que:

@i—1i—1
Qii—1 Qij
Ait1,i+1
a1 1 = by

Ai—1,i-1 Ti—1 = bi—1

;1 T1 + ...+ Q-1 Ti—1 + Qi Tj = bi

Ai—1,i-1 Ti—1 = bi—1

An,n Tn = bn

De modo que el algoritmo queda como:

xj:bj/ajj; jZl,...

i—1
xTr; = (bl — Z aijxj)/aii
J=1

Gn.n

xy

Ti—1
Z;
Ti4+1

Tn

:):j:bj/ajj; j=1+1,...,n

by
bi—1

bit1

(30)

(32)

Si escribimos el algoritmo en un programa de Fortran las instrucciones serian tal que asi:

13
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do j=1,i-1
x(j)=b(j)/a(j,j)
enddo

suma=0.d+00

do j=1,i-1
suma=suma+a (i, j)*x(j)

enddo

x(i)=(b(i)-suma)/a(i,i)

do j=i+l,n
x(j)=p(j)/a(j, )
enddo

14
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7. Un ingeniero desea resolver sistemas de ecuaciones en los que la matriz presenta la siguiente

forma:
ai,1 Q1n
a1 0422 az2.n
asz1 as,3 agn
A=| . . (33)
p—1n—1 OGp—1n
| an,1 Gn.n
Se pide:

a) Si se pretende realizar el producto de esta matriz por un vector, indicar justificadamente
si es posible utilizar un esquema de almacenamiento especifico y singular para este caso en
el que sélo se almacenen los coeficientes no nulos de la matriz.

b) Indicar la forma que tendrén, en general, las matrices que se obtendran como resultado de
descomponer la matriz como A = LDU.

¢) Desarrollar completamente un algoritmo especifico y eficiente de resolucién del sistema de
ecuaciones Uz = b, siendo b el vector de términos independientes, z la solucién buscada y
U la matriz triangular superior obtenida como resultado de factorizar la matriz A.

Solucién 7.a El algoritmo de producto de matriz por vector sélo necesita conocer los términos no nulos
de la matriz ya que los términos no nulos no aportan nada al resultado y se pueden retirar
del algoritmo de producto para que se calcule de forma més rapida y eficiente.

Solucién 7.b Las matrices resultado de aplicar el algoritmo de factorizacion mantendran el perfil por
filas en el caso de la matriz triangular inferior y el perfil por columnas en el caso de la
matriz triangular superior. Por tanto, las matrices resultado de la factorizacion tendran
con caracter general la siguiente formas:

1 * 1 *
L= ; D= ;o U= (34)
* * 1 * 1

Solucién 7.c Planteamos la resolucién del sistema de ecuaciones triangular superior con la matriz U
propuesta en el apartado anterior.

1 Ulp x1 b1
1 Un—2n Tn—2 = b2 (35)
1 Un—1,n Tn—1 bn—1
i 1 Tn by,

15
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1+ Ulp Tp = b1

Tp—2 + Un—2mn Tn = bn—2 (36)
Tp—1+ Up—1,n Tpn = bn—1
Tn = bn

De modo que el algoritmo de resolucién quedaria como:

x(n)=b(n)

do i=n-1,1,-1
x(1i)=b(i)-u(i,n)*x(n)

enddo

16
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8. Un ingeniero necesita resolver un sistema de ecuaciones con matriz:

a1l a12 a3 - Ain
a1 a2
A= | azn ass (37)
L Gnl Gnn |

Se pide:

a) Sise pretende descomponer la matriz A como LDU, indicar qué forma tendrian las matrices.

b) Desarrollar completamente el algoritmo que permite resolver el sistema de ecuaciones Uz =
b siendo U la matriz resultante de factorizar la matriz A.

¢) Indicar de forma justificada si el método de eliminacién de Gauss sin pivotamiento permi-
tirfa resolver el sistema de ecuaciones con matriz A de forma eficiente sin operar con los
coeficientes nulos.

Solucién 8.a La forma que tendrdan las matrices triangulares tras la factorizacion serd aquella que con-
serva el perfil por filas en la parte inferior y el perfil por columnas en la parte superior. Es
decir una matriz triangular inferior llena y una triangular superior llena también.

1 * 1 = *
*
L= ;. D= ;. U= (38)
*
* * 1 * 1

Solucién 8.b El algoritmo de resolucién del sistema triangular superior

1 u12 PR PEEEEY uln xl bl
1 Un—2,n—1 Un—2n Tp—2 = bn—2 (39)
1 Un—1,n Tn—1 bn—1
L I Tn bn
Seria:
Ty = by
n ) . . (40)
ri=bi— Y ujxj i=n—1,...,1,(-1) +— (hacia atras)
j=i+1

Que en lenguaje Fortran quedaria como:

x(n)=b(x)
do i=n-1,1,-1
suma=0.d+00
do j=i+1,n
suma=suma+u (i, j)*x(j)
enddo
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Solucién 8.c

x(i)=b(i)-suma
enddo

Si se plantea la anulacién de los términos de la primera columna (a excepcion de la diagonal)
no es posible hacerlo de forma eficiente, ya que al anular los términos de la primera columna
se convierten en no nulos los términos de la parte inferior de la matriz, y también los de la
parte superior. Simplemente con intentar conseguir ceros en la primera columna haremos
que toda la matriz restante sea llena.

Sin embargo, existe una alternativa de eliminacién mas eficiente. Si se plantea la anulacién
de la parte superior (anular los términos de la primera fila) si que se puede hacer de forma
eficitente ya que se mantienen todos los coeficientes nulos existentes. Para conseguir que el
término ay ; se anule hay que combinar la ecuacién 1 con la ecuacién i. Y este procedimiento
hay que repetirlo para todos los coeficientes de la primera fila excepto el de la diagonal
principal.
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