Paris J., Couceiro I.—”Problemas de Introduccion a los Métodos Numéricos” Practica 2

INTRODUCCION A LOS METODOS NUMERICOS 2023/2024
Errores (PRACTICA 2)
1.— En un programa de ordenador es preciso evaluar para valores pequenos de x en valor absoluto

(Jz] << 1) las siguientes funciones
flx)=V1—-2z—-V1+u
sin(2x) — 2sin(x)

g(x)
h(z) = cos?(z) — cos(2x)
Se pide:

a) (Es numéricamente estable esta forma de realizar los calculos?

b) En cada caso, proponer un procedimiento alternativo que permita evaluar las funciones de
forma numéricamente estable y que sea analiticamente equivalente.

¢) En cada caso, proponer un procedimiento alternativo que sea lo més sencillo posible y que
permita evaluar las funciones de forma numéricamente estable y que sea asintéticamente
equivalente (para valores pequenos de z en valor absoluto).

Solucién 1.a En cualquiera de los tres casos, para valores de x pequenos, es decir (Jz| << 1) se produce la
resta de ntimeros parecidos. Como ya sabemos, la resta de niimeros parecidos es una operacion
que provoca una alta propagacién de errores. Por tanto ninguna de las tres funciones evaluadas
de la forma propuesta supone una forma numéricamente estable de realizar los cédlculos.

Solucion 1.b

2 2
flz) = Vi—z—VI+z=(VI-z—-VI+2) Vi-z+yVi+tz (V1i-z) - (Vi+x)

Vi-z4+VI+z  VJi—z+V1+z
- ﬁ:illﬁfx N \/1—x_—|2-x\/l+x
g(z) = sin(2z) — 2sin(z) = 2sin(z) cos(z) — 2sin(z) = —2sin(z)(1 — cos(x))
= i —ete) P = T = )
h(z) = cos®(z) — cos(2x) = cos?(x) — (cos?(x) — sin(x)) =|sin?(x)

Solucién 1.c En los tres casos, es mas sencillo obtener la expresién asintoticamente equivalente a partir de la
numéricamente estable obtenida en el apartado anterior.

—2x —2z
f(@) v v VI—z+ I+ | 141
. —2sin3(z) —273 3
z) = sin(2z) —2sin(z) = ——= R =|—z
g(z) (20) - 2sine) = gy |~ Ty~
h(z) = cos?(x) — cos(2z) = sin?(x) ~
lz|<<1
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2.— En un célculo es preciso evaluar la funcion:
@) =1—(1—2)(1+2) =22

para valores de x tales que |z| << 1.
Se utiliza un ordenador que utiliza m bits para el almacenamiento de la mantisa (incluido el
signo) en coma flotante, y que redondea por aproximacién.

a) ;Se debe calcular f(x) como 1 — (1 —z)(1+ z) o como z%? (en el dltimo caso el calculo se
realiza multiplicando la variable z por si misma).

b) Establecer los errores relativos en los dos casos.

¢) (Qué operacién es mejor segun el valor de z?

d) Presentar un ejemplo numérico de la conveniencia de usar uno u otro método cuando
los célculos se realizan manualmente con ayuda de una calculadora, y se redondea por
aproximacion con tres digitos decimales significativos.

Solucién 2.a La funcién se debe calcular como f(z) = 22, pues la férmula original f(z) =1 — (1 — 2)(1 + )
producira un gran error relativo cuando || << 1 ya que entonces el término (1 —z)(1 +z) =~ 1
y se restan numeros muy parecidos. Para valores de |z| pequenos obtendremos como resultado
el valor 0.

Solucion 2.a

( 1 —IIZ A
A=1—-z — TA:l—x%+1—xrm+rA
x
B=1 — rp= — A
filw)=1-(1—-2)1+2) = T B 1+x%+1+xrx+rb
C=AxB — Tc:rA—FTB—i-ré
1 -C A
Fl1=1-C — TF1=1_C%+1_C7"C+7’F1
—(1-z)(1+z) [ —= A x AL A A
= —
TE1 —(—2)(1ta) |1 Tz—l—TA—l-l xrm—l—rB—i-rc + 7
—(1—22 [ —222
= (x2 |:1_x2’rx—|—’l”£+7“g+?"év:|+ré1
(1—5132) A A A A
=2Tx—T[TA+7“B+7"C]+TF1
I A (1—352) A A A A
=271, + 27”3;—73:2 [ra +rp+rel+7m

Podemos acotar los errores de almacenamiento por el error de maquina ry;:

2

1—=x
= ‘Tpl‘ < 2‘T910‘ + <2+‘ 3

3+1> M
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2

T 3
2 )rM:2‘T£’+erM

1— a2

_21r§|+3<1+' p

lz] << 1= |rp| <20 +3 <1 +

Por tanto.

3
re| < 2lrl|+ 2™ para |z] << 1

fola)=a={ F2=x%x — rp =141+ 1

:>7"F2:2rx—|—r}?2:27‘£+27“f+rﬁ2

De nuevo acotamos los errores de almacenamiento por el error de maquina y obtenemos una
cota del error relativo:

|ro| <2 |1"£| +3ry

Solucién 2.c Sinos fijamos en las cotas del error relativo para ambos casos, se puede ver claramente que siem-
pre es mejor la férmula f(z) = 22 ya que ninguno de los términos del error se amplifica de forma
exagerada. En cambio la férmula original amplifica enormemente los errores de almacenamiento
de los resultados intermedios A, B y C para valoes de |z| << 1.

Solucién 2.d A
f2(x) = 0,100 10~°  valor correcto

=0,1001072 = <
v { fi(x) = 0,100 1072  valor incorrecto

3.— En un ordenador digital se calcula la suma

n veces

e N —
S,.=a+a+...+a,

donde a es un numero cualquiera cuyo error inherente es ré. Las operaciones se realizan en coma
flotante, destinando m bits a la mantisa (incluido el signo). Se pide:

a) Calcular el error total del resultado que se obtiene al realizar la operacién anterior. Indicar
qué parte del error total se debe a la propagacién del error inherente del dato a y qué parte
se debe a la propagacién de los errores de almacenamiento de las operaciones intermedias.

b) Analizar cémo crece el error maximo al aumentar el valor de n.

c¢) Repetir los apartados anteriores suponiendo que el célculo se realiza de la forma S,, = n-a.
Comparar los resultados obtenidos en los dos casos.
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Solucién 3.a El error de la variable a se puede descomponer como suma de su error inherente y su error de

almacenamiento de modo que 7, = ! + rf. Las operaciones de S, se pueden descomponer de la
siguiente forma:

S1=a — Tel =Tq
S a
So=51+a — T3225,1+ T51+S1+ara+ré12
Sy a
S3=5+a — ng:Sg—i— r52+32+ara+r§3
S3 a
Sy=S53+a — =gy 7’53+33+a7”a+7”?4
Sh—1 a
Sp=5-1+a — Tsn:ﬁrsn—l'i‘mra—’_rgn
N——— SN———r

Tenemos que calcular por tanto los siguientes términos:

S i-a 1 a a 1

Si+a i-a+a i+1 ; Si+a i-a+a i+1

Asi, los errores escritos anteriormente para cada S; quedan:

st = Ta

1 1 A
Ts2 = 57’51 + ira + Ty =Ta +Ts2

1 A 2 A A

Ts3 — §r52 + gra +ri3="e+ grsz + i3

3 1 2 3 4
Teq = 17’53 + ZT“ + r;“4 =7q+ 17";42 + Zr‘é + Zrﬁ*

2 4,34 noA A A A

Tsn = TG+ET82+Ers3+"'+ETSn:T“—i_ﬁ(2r82+3r83+"'+nr5")

Si acotamos el error, teniendo en cuenta que los errores de almacenamiento se pueden acotar por
el error de maquina:

1 (& TM .
[Panl < Jral + (2;1 rM> = |ra| + =% Zz
1=

n(n+1)

n
Sabiendo que la serie geométrica es Zz = 5

=1

, la cota total del error sera:
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Solucion 3.b

Solucién 3.c

ry (nin+1 n+3 1
[Tsn| < |ral + — Q—l = | |rsn] < |T‘CIL’+ — |y — =T
n 2 2 n

Como se puede ver en la expresién anterior, el error inherente del dato a se mantiene. Los errores
que se van amplificando son los que aparecen como resultado de almacenar las sumas parciales
intermedias.

Al aumentar el n, es decir, el niimero de términos que se suman, segin la expresién obtenida: El
error inherente del dato se mantiene estable pero se amplifica el error debido al almacenamiento

de cada una de las sumas intermedias segin un factor de amplificacién

Si los calculos se realizan como S,, = n - a el error sera:

A
Sp=n-a — rsy=1rg+7r.+7h

No existe error al almacenar el nimero entero n. Por tanto, la cota de error al operar de esta
forma sera:

Ton < |TCIL‘ +2ry

Por lo tanto, es mas conveniente multiplicar el valor de a por el nimero de veces que se quiere
sumar n en vez de realizar la suma de n términos, ya que no hay amplificaciéon de errores.

En un programa FORTRAN es preciso calcular la funcién
f(x) = tan(z) — sin(z).

Se espera que se produzcan grandes errores de redondeo para valores de x tales que |z| << 1.
Para poder calcular con suficiente precisién estos casos se plantean dos posibilidades:

1. sustituir la expresién de la funcién f(x) por otra que sea analiticamente equivalente a
la original (llamémosle g(z) = f(x)), pero que no produzca grandes errores de redondeo
cuando |z| << 1.

2. sustituir la expresién original de la funcién f(z) por otra que sea lo més sencilla posible y
asintéticamente equivalente a la original cuando |z| — 0 (llamémosle h(z) ~ f(z)), pero
que no produzca grandes errores de redondeo cuando |z| << 1.

Se pide:

a) Proponer razonadamente la expresién g(x) que conviene utilizar.
b) Proponer razonadamente la expresién h(x) que conviene utilizar.

c) Obtener la expresiéon del error total que se obtiene al calcular la funcién mediante las
expresiones f(x), g(z) y h(z) para un valor arbitrario de x.

d) Analizar qué sucede cuando |x| << 1, y verificar que las expresiones g(x) y h(x) se com-
portan como estaba previsto.
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Solucion 4.a

— tan(e) — sin(z) — sin(z) sin(z) — sin(z) — sin(z) cos(x) _ sin(z)(1 — cos(x))
@) = tan(z) (z) cos(z) (z) cos(z) cos(x)
_ sin(z)(1 — cos(z)) (1 + cos(z)) _ sin(x)(1 — cos?(x) _ sin®(x) ()
cos(z) (1+cos(x))  cos(x)(1+ cos(x) cos(z)(1 4 cos(x))

Solucién 4.b Para obtener la expresion asintoticamente equivalente usaremos los desarrollos de Taylor de las
funciones involucradas. En este caso necesitaremos:

. N R
sin(z) =~ _§+5+
2 4
¢z
cos(x) =~ l—aJquL...
tan(z) AL
an(z) = T4+ —+—+...
3 15

Para hallar la expresién asintéticamente equivalente se puede usar tanto f(x) como g(x). En
este caso es més facil partir de g(z). Por tanto para valores |z| — 0:

Solucién 4.c,d Calculamos el error al evaluar la funcién original f(z):

1 2
T=tan(z) > rp= ;iiﬁf“’) 2 1+ A
, cos(z) A N
S = = T
sin(x) — Sn(z) Try Ty
F=T-5 — — - +ra
- e g T og ST
B tan(x) 1/ cos?(z) A sin(z) cos(z) A A
= tan(z) — sin(x) < tan(z) R tan(z) — sin(x) \ sin(z) Tre kTS )T
B x 1 tan(x) A sin(z) A A
~ tan(x) — sin(z) <0032(x) cos(m)) Ta tan(z) — sin(z) T tan(z) — sin(z) S TE
~~ —
A B c
Analizamos los términos A, By C para |z]| << 1
~1-322/2
*(2)
x 1 T 1— cos®(z
A= - = ~ 3
tan(z) — sin(x) <c082(a:) cos(x)) tan(z) — sin(x) ( cos?(x) ) ol<<t
—_— x
3 /2
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B tan(x) _oxr 2
~ tan(z) — sin(z T2 22
@ —sinta) |~ a7
B sin(z) o
~ tan(z) — sin(z T 232 22
() —sin(a)|__, ")
Por tanto para |z| << 1:
A A, A
rpx3ry+—5rp— —rg+r
F T 72 T 2 S F

La cota del error seré:

2 2
ITF\<3rx+’x2+x2+1 ™M

Es evidente, a la vista de los resultados, que la expresién f(z) funcionard mal dado que habra
una elevada amplificacién de errores para valores de x tales que |z| << 1.

Calculamos el error al evaluar la funcién mediante la expresién analiticamente equivalente g(x):

A=cos(x) — ryp= ) sin(z) T Tyt rﬁ

cos(z)

1

= v+ A 7"—|—rA
*1+A/ 144 ¢ B

B:1+A — B

C=AB - TC:rA+rB+ré
S =sin(x) — rg=-——= a:rx—i—rg

S52=55 = 1"52:7"5—1—7“54—1"?2:27"5—1—7‘?2

~—

S3=5285 — rg3 :T52+7"5+7“?3:3 C?S(x
sin(x)

T ry + 3r§ + 7“?2 + rég

G=8S83/C — rg=rs3—rc+ré

rg = (ggfjgg - 5@) " ji(é; vy — A
T eote) (omta] 272 74) vt =
- (VT o )

cos(x) A A A A A A A
<1+1—|-COS((I}‘)) T'A—TB—TC+3TS +TSQ+TS3+TG

Analizando para valores |z| << 1:

2
T 3
TG R <3+x2+2> Tx—§Tﬁ—T§—Té+3Tg+T§2+T§3+Té
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5.—

Solucion 5.a

La cota de error seré:

19
Ira| §3rw+? oV

A la vista de los resultados, no hay amplificacién de errores por las operaciones. Aumentan los
errores de maquina debido al almacenamiento de un mayor nimero de operaciones intermedias
pero no hay propagacion de errores. Por tanto es conveniente utilizar la expresién g(x) frente a
la original f(x).

Calculamos el error al evaluar la funcién mediante la expresién asintéticamente equivalente h(x):

A=xx — ra=ry+rs+74
B=Az — TB:?"A—i—rm—i—rjg,
C=B/2 — rc=rp
re =3 rx+rﬁ+r§
No obstante, esta expresién no se corresponde con el error total. Dado que estamos utilizando

una aproximacion asintéticamente equivalente a la funcién original f(x), se produce un erro de
truncamiento. Ese error de truncamiento sera:

$3 m3 LL‘5 1'3
o f@) g (@ —sn@) - (5+5)-5 .
f(z) tan(z) — sin(z) ~ =

w
=

lz|<<1

2

Por tanto, el error total al evaluar la funcién mediante la aproximacién h(x) es:

332

rH A3 T, Y g+ 1

y la cota del error:
2

!rH!§3m+2rM+%

En este caso, a pesar de que aparece un término nuevo debido al error de truncamiento, también
se comporta mejor esta expresion que la expresion original y no hay amplificacion de los errores.

Repetir el ejercicio anterior para la funcion

1 1
f(x)zl—x_1+x
1 I l1+x (1—=x) l+z—-142 | 22
) = T T A0+ O-nl+s) 1= |i-z @
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Solucién 5.b Para obtener una expresiéon asintéticamente equivalente basta con despreciar algunos de los
términos en g(x) cuando |z| << 1:

Solucién 5.c,d Analizamos los errores en la evaluacién de f(x):

1 T
A=1—-z — TA:l—lmT —1_xrx+r£
x
+x B 1+$%+1+xrx+TB
C=1/A — rc:pf—rA—i—ré
D=1/B — rp=p—rp+rH
c A
F=C-D — T‘F:C_DTC—C_DTD—i-TF
1 -1
1— x 1 —x
TR = 29636 <1_x7“x+7“ﬁ+7"cA)+ ;;:U (1+x7’xr§+r§‘)+r?
1— a2 1— a2
Itz = Ao\ (=) —= A A
= 5 (er—H“A—H"C)— 97 1+xrx—r§+rd +re
_ 142 11—z 142 A A -2z, 4 A A
N <2(1x)+2(1+x))+ 2z (ratre) gy mrp)
A+a)’+@—2)\ 142, 4 4 1= 4 a4y a4
< 2(1 — 22) Ty ratre) T s rp) oy

Para valores |z| << 1:

Y por tanto:
1
rp R et o (<A g g D) i

Podemos acotar el error como:

2
lre| <rgy+ - v+ T

Obviamente, la expresién de arriba indica que se produce amplificacién de errores al evaluar la
funcién como f(x) para valores de x tales que |z| << 1.

Analizamos el error en la evaluacién de g(z)

A=zxzx — rA:rz—l—rz—l—rﬁ
B=1—-A4 — TB:m%_l_ATA‘i‘TB
C=2zx — o =T
G=C/B — TG:V“C'—T’B—i-Té
2 222 22
A A, A A A, A
rG:rx~|—1_x2(2rw+rA)—rB—|—rG: <1+1_ 2> e 2 Ty — TR e
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Para valores |z| << 1:
rg R Ty — ré + ré
Y la cota de error:
lra| <re+2rym

Como se puede ver esta forma de realizar los calculos es estable y no propaga excesivamente los
errores como la anterior.

Analizamos por ultimo el error de la expresién asintéticamente equivalente h(x) que tinicamente
tiene una operaciéon H = 2 x, por tanto

rH:rx+rT

dénde rT es el error de truncamiento calculado como:

2x
1— 22

———
1 1

r f@)—hz) 1-2 142z m_—2$+2$3+2$_2
Sl 1 B 27
l—-z 14z
—_—
2z

)

Por tanto el error total de h(x) sera:
TH =Tz + z?

Es decir, h(x) apenas propaga errores a pesar de la aparicién de un término de error de trunca-
miento.

En un programa de ordenador es preciso calcular la funcién

\/1—33—\/1—1-33.

X

fz) =

Se espera que se produzcan grandes errores de redondeo para valores de z tales que |z| << 1. Por
este motivo, para poder calcular con suficiente precisién estos casos se plantean dos posibilidades:

1. sustituir la expresién de la funcién f(x) por otra que sea analiticamente equivalente a
la original (llamémosle g(z) = f(x)), pero que no produzca grandes errores de redondeo
cuando |z| << 1.

2. sustituir la expresion original de la funcién f(z) por otra que sea lo més sencilla posible y
asintéticamente equivalente a la original cuando |z| — 0 (llamémosle h(z) =~ f(z)), pero
que no produzca grandes errores de redondeo cuando |z| << 1.

Se pide:

a) Proponer razonadamente la expresién g(x) que conviene utilizar.

b) Proponer razonadamente la expresion h(z) que conviene utilizar.

10
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c) Obtener la expresiéon del error total que se obtiene al calcular la funcién mediante las
expresiones f(x), g(z) y h(z) para un valor arbitrario de x.

d) Analizar qué sucede cuando |z| << 1, y verificar que las expresiones g(x) y h(z) se com-
portan como estaba previsto.

Solucion 6.a

fa) = \/1—1‘—\/14—35:\/1—;1:—\/14—:6 \/1—3:—1—\/14—:10: (1—2)—(1+x)
x T Vi—-z+V1+2 2(/1—-z2+V1+2)

=

- \/1—x+\/1+x:g(x)

Solucién 6.b Partiendo de la expresién anterior:

-2

g(x) = ~|—1=h(x)
Vi—z+V1+z el
Solucién 6.c,d Analizamos el error de f(x):
A=1 — L z + 74
=1—-z rA = T — re + T
A 1—x/r 11—z ° A
B=1+4+=x — rp= T —&—7:18 e + 1
- B M T B
1
C =sqrt(A) — ro= 3ra +7ré
1 A
D =sqrt(B) — rp= 37B + 75
C D
C - rg C—DTC C_DTD"FTE
F=E/X — TF:?”E—Tx—i-Té

_ Vv1—=x —T Tz ﬁ A
R ﬂl—x)—ﬂ1+x)<1—x2+2+rc’>

vi+z T T ra
( x+B+r?)>+r§—rz+r?

Vi—z—VItz\l+z2 2
Teniendo en cuenta que f(x) = g(x) podemos sustituir el valor de la expresion:
1—2—+1 —2 -2
vi-e \/_HE: sVli-rz—V1+z= ’
x Vi—-z+V1+z Vi—-z+V1+z
@) 9()

11
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Préctica 2

i — _ A
T = - xr—x—kr—AnLré
—2z 1—2x 2 2

Vi—z++V1+z

1 A
- rr > E+r£+rg +r§—rx+r?,
—2z 1+z 2 2

Vi—z++V1+z
Vi—-z+V1+zxzr, V1i—-a(vV1-2++V1+2) rA
Vi—e 4 2 <A+ A)+

1= 1 1 1— 1 4
Vi—etviter, Vita(Vl-z+Vi+a) (TB+T}:4)>+TE—TI+T‘}4

V1+zx 4 2z

Para valores |z| << 1 la expresién anterior se aproxima a:

2 1 (4 2 1 (g
szrx—(;—kré) +17’x—; <2B+Tg) —l—ré—rx—l—r}?

En este caso particular los errores de x se anulan y la cota de error sera:

1 1
|7“F‘ < ‘%‘QTM+‘x‘2TM+3TM

Por lo tanto, la evaluacién de la funcién f(x) no es recomendable para |z| << 1 ya que segin la

expresion obtenida del error total, estos se amplifican.

Analizamos el error de g(x):

1 T A

A=1-z — TA:1—$%—1—$rx+rA
B=1l+z — L
= T rg = Ty + T
B3 M T B

1
C=sqrt(A) — roc==ra+ ré

1 A
D =sqrt(B) — rp= o7B +r5

E=C+D — Tgp =

G=-2/E — TF:—TE-f—T‘é

[ Vi—z <—x Ta rﬁ A>
ra = -—
¢ Vi—z+/1+zx
/ A
L ( - %4—743—%7“1%)}—7“3—%1“@
Vi—-z+V1+2z \1+2x 2 2

Como podemos ver, los errores de x se vuelven a eliminar. Si adema&s evaluamos la expresién

para |z| << 1 entonces:

Lird oA\ L[  oa A A
er—2(2+rC>+2<2B+rD —rg+rg

12
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1
el < (34 3)

Por lo tanto la expresién es mucho mas estable, en términos de propagacion de errores, que la
original.

Y la cota de error por tanto.

Analizamos por ultimo el error al evaluar la funcién como h(z) = —1. En este caso, no hay
ningun error puesto que no hay ninguna operaciéon y el valor —1 se almacena sin error. Lo tnico
que tenemos que incluir es el error de truncamiento:

Vi—-z—+1+=x . —2 1
r :TT:f(x)_h(x): T + Vi—z++V1+2 :1_\/1—x+\/l+x
e f(x) Vi—z—V1+uz —2 2
x Vi—z+V1+z

Si aproximamos el término /1 —x + /1 + 2 = 2 para |z| << 1, obtenemos que el error de
truncamiento es 0, lo que no es posible, por lo tanto tenemos que hacer otro tipo de aproximacion,
en este caso Taylor:

2
\ﬂ+xz1+g—%+”.

2
\/1—mzl—g—%—|—...

Por tanto:

1 x 8 x 2 22
T

= ~1l—--(1+2 -3+ 1-—= - ) =
TH=TH 2<+2 8-|- 5 8> 3

Por tanto, la expresiéon h(x) no propaga ningin error ya que no realiza ninguna operacion.
Aparece un error de truncamiento que no es elevado para |x| << 1y por tanto se puede aproximar
la funcién f(x) mediante h(z) cometiendo un error menor.

7.— En un programa de ordenador es preciso calcular la funcién
flx)=vV1+xz—1.

Se espera que se produzcan grandes errores de redondeo para valores de z tales que |z| << 1. Por
este motivo, para poder calcular con suficiente precisién estos casos se plantean dos posibilidades:

1. sustituir la expresién de la funcién f(x) por otra que sea analiticamente equivalente a
la original (llamémosle g(z) = f(x)), pero que no produzca grandes errores de redondeo
cuando |z| << 1.

2. sustituir la expresion original de la funcién f(z) por otra que sea lo més sencilla posible y
asintéticamente equivalente a la original cuando |z| — 0 (llamémosle h(z) =~ f(z)), pero
que no produzca grandes errores de redondeo cuando |z| << 1.

Se pide:

a) Proponer razonadamente la expresién g(x) que conviene utilizar.
b) Proponer razonadamente la expresiéon h(z) que conviene utilizar.

c) Obtener la expresiéon del error total que se obtiene al calcular la funcién mediante las
expresiones f(x), g(z) y h(x) para un valor arbitrario de x.
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d) Analizar qué sucede cuando |z| << 1, y verificar que las expresiones g(z) y h(z) se com-
portan como estaba previsto.

Solucion 7.a

) e WITEAL (dw) o1 [ -
f(x)—\/m 1—(\/ﬁ 1)\/m+1_\/m+1_M+1_g()

Solucion 7.b

T T
r) = —— ~|—=h(x
o) = g > = h()
lz]<<1
Solucién 7.c,d Analizamos el error propagado al operar f(x):
A=1+ — S I
= T rA = T e+ 7T
A 1+ :v/f 14z ° A
1 A
B =sqrt(A) — rp= §TA +r5

B 1
_ _ A
F=B-1 — rF—B_er—B_lpfﬂLrF

Lo Vita (1 x +ﬁ
F Jitz—1\214+2 2

Vi+z 1 =z 4
= 7 ( +A+rg‘,>+r§

2142z 2
Vitr+1
\/1+$+1ri+\/1+x(\/1+x+1) 4
Vi+tzx 2 x 2

Evaluamos para valores |z| << 1:

—i—ré) —i—ré

+r;g> o

2 rﬁ‘ A A
TERTe+— | o+ +TE
T \ 2
La cota del error sera: 5
Irp| <1y + mrM + 7y

Que como estaba previsto, al restar numeros parecidos, muestra amplificacién de los errores
propagados para |z| << 1.

Analizamos el error propagado con la expresion analiticamente equivalente g(x):

1 A
A=1+z — rA—1+x/f+1+ Ty + 14
1 A
B = sqrt(A) — 7*3257“,44-7‘3
B 1
C=B+1 — A
+ TR B+1B+B+1%+TC
G=z/C — rG—rx—rc—l—ré
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Solucion 7.d

vi+zx 1 =z I 4 A A A
rg = Tgp— = Ty + -1y +7r +ro| +T
¢ [\/m+l 21+ @ T MATE) e TG

r e Vit ﬁ+r,4 A A
Vi+z(V1+x+4+1)2 14+z+1 B ¢

2
De nuevo, para valores |z| << 1:

= T’x—

TR oA A
reNTe T Ty e

Y la cota del error: 11
Ira) < re+ oM

Se comprueba que la expresién g(z) es estable numéricamente y no amplifica los errores.

Analizamos el error en la expresién asintéticamente equivalente h(z) = 5 El error al evaluar la

T

donde el error de truncamiento seré:

X
~14—
x €T X ,—/\1
o @b VITTolTy g1 2 Vivetl e
H = = = T =1- -
f(z) Vitzr—1 __z 2 4
Vitaz+1
Por tanto:
X
TH:TQ:_Z

Esta forma de evaluar la funciéon también es numéricamente estable pese a la aparicién de un
error de truncamiento.

En un programa de ordenador es preciso calcular la funcién

_l—i—x 1—=x

fx) = -2 1+4+a

Se espera que se produzcan grandes errores de redondeo para valores de z tales que |z| << 1. Por
este motivo, para poder calcular con suficiente precisién estos casos se plantean dos posibilidades:

1. sustituir la expresién de la funcién f(x) por otra que sea analiticamente equivalente a
la original (llamémosle g(z) = f(x)), pero que no produzca grandes errores de redondeo
cuando |z| << 1.

2. sustituir la expresion original de la funcién f(z) por otra que sea lo més sencilla posible y
asintéticamente equivalente a la original cuando |z| — 0 (llamémosle h(z) =~ f(z)), pero
que no produzca grandes errores de redondeo cuando |z| << 1.

Se pide:
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a) Proponer razonadamente la expresién g(x) que conviene utilizar.
b) Proponer razonadamente la expresién h(x) que conviene utilizar.

c) Obtener la expresiéon del error total que se obtiene al calcular la funcién mediante las
expresiones f(x), g(z) y h(z) para un valor arbitrario de x.

d) Analizar qué sucede cuando |x| << 1, y verificar que las expresiones g(x) y h(x) se com-
portan como estaba previsto.

Solucion 8.a

l+z 1-2z (A+2)?-(01-2)? 1+4+2z2+2%—1+22—2? 4dx
f(l‘): - = 2 = 2 = ng(l‘)
l—-2z 14z 1—2z 11—z 11—z
Solucién 8.b
4x
g(m)—l_ 5 ~ |dx = h(z)
lz|<<1

Solucién 8.c,d Analizamos la propagacién de errores en la evaluacion de la funcién original

1 T A
A=1+z — TA:l—i—x%—i_l—i—:crm—i_rA
z A
B=1—-2 — rle_xpf—l_xm—l-rB
C=A/B — T‘C:TA—TB-}-Té
D=B/A — TD:’I“B—’I"A—FT‘S
A
F=C-D — T‘F:C_DTC*C_D’I“DjL’I“F

En este caso analizaremos por separado algunos de los errores para luego juntarlos en el error
total de la funcién:

x A, T AL A x x A A, A 2z A AL A
rog=——"rptr4t——r—rptro = —— + —— | rpe+ri—rgtre = ——=rpFriy—rg+r
O= TygetrAT e rEe (1+x+1—x) pHTATTETIC = T et TAT TR
T A z A, A z A AL LA —2T A, AL A
rp = — Tetrg————Tp—r4+ry = — — | retry—ri+rp = ———=r.—ryi+rg+r
b 1—azm+B l+az ” ATTD (1—x+1+x> »HTETTATTD 1—a22" ATTETTD
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Por tanto, llevando las expresiones al error de f(z):

1+x
_ 2z
rp = l-w < 2rx+rﬁ—r§+ré>_

1+IE_1—ZL‘ 1—=x
1—z 1+=x

1—=x

1+2 —2x A A A A
s 1—x<1 x2rx+rB—rA+7"D)+rF

-2 14z
(1+x)2
1—a? 2x A AL A
- 4dx (1—:627‘96+TA_TB+TC B
1— 22
(1—2)?
I i A_ A A A
Iz 1_$2rx+rB—rA—I—rD +re
1— 22

(1—2)2r, ((1+x)2+(1—:c)2> A A
+ (

1—22 2 4z ra=TE)t

(1+2)2r,
1—22 2

(1+ $)2rA_
4z ¢ 4z

rp =
Si aproximamos la expresion, obtenemos:

1 4 A I 4 a4 A
TF%Tz-i-%(?“A—TB)‘i'@(TC—TD)‘i'TF

Podemos acotar el error como:

13
Ire| <re+ mirM +rm

Como vemos, existe amplificacién de los errores para |z| << 1.

Estudiamos el error en la evaluacién de g(x)

A
A=zxzx TA =Ty Ty +TY

rg=——1p1 — T r
B=1_ MM~ 1_4"4""s

-
B=1-A —
N
N

C=4zx ro =Ty
G=C/B TG:T‘c—TB—l-T‘é
2 2 2
x A A A x x A_ A A
rgzrm—i-1_x2(2rx+rA)—rB+rG: (1"‘1_362)7%:“‘1_3327",4—7“34‘7"0

Se puede aproximar la expresiéon como:

y acotar el error total como:

rgzrm—rg—i-ré

Irq] < e+ 2ry
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Evaluando la funcién como g(x) no se produce amplificacién de los errores y la expresion es
numéricamente estable.

Por tdltimo evaluamos el error cometido al evaluar la funcién mediante la expresién asintética-
mente equivalente. Dado que h(z) = 4z, el error sera:

142 1—2x 4x 1
1 x_l—l—x_4x 1 z2_4x 1 x2_1 2
_ T _ — _ - _ — _
TH =Ty + 7Ty =7T¢+ Ttz 1—-= =7+ Iz =7z + 1 =Tz +T
l—-2z 14z 1— 22 1— 22

De nuevo, pese a que al evaluar la funciéon mediante una expresién asintéticamente equivalente,
se produce un error de truncamiento, la evaluacién de la expresién es numéricamente estable y
no presenta una elevada propagacién de los errores.

18



