SPLINES
1.— NOTACION

Se considera el dominio [a, b] discretizado en un conjunto de (n+1) puntos base {z;, f(z;)}, i = 0,n, siendo z¢ = a
y Tn = b. Se denomina spline S;(x) a la funcién interpolante definida en el subintervalo [z}, ;1] para j = 0,n — 1.
En cada uno de los j subintervalos (j = 0,n — 1) se definen los valores de h; y t; como

hj =xj41 — x; tj = f(xj41) — f(zy)

Cuando se requieran, se definirdn la pendiente (S = f'(x;)) y la curvatura (S = f”(x;)) en cada uno de los puntos
base {z;}, i =0, n.

Se denominan f[z;,x;-1] v f[®it1, %, zi—1] a las diferencias relativas de primer orden y segundo orden:

flzs, zioa] = W’ Fltivr, i, Ti1] = f[xiﬂ;fﬂi] :f‘[zzﬁmi—l]
‘ il Ti+1 Ti—1

2.— SPLINES C°

2.1.— Interpolacién Lineal

Se precisa la informacién en (n + 1) puntos base {x;, f(z;)}, i = 0,n.

t; .
Sj(I):f(Ij)+#(Z*Ij), r€lzj,zj11), j=0n-1
J

2.2.— Interpolacién mediante Parabolas Promediadas

Se precisa la informacién en (n + 1) puntos base {x;, f(z;)}, i = 0,n.

Sj(x) = % f@j—1) + floj, 2](x — zj-1) + flwji, 2, 25-1)(@ — 25-1) (2 — )

+ f(@)) + flrjen, wi)(x — 25) + flzjre, zj0, 750 — 25) (@ — 2541) |, @ € [z5,7541],  j=0n-1

3.— SPLINES (!

3.1.— Interpolacién Parabdlica Recurrente

Se precisa la informacién en (n 4+ 1) puntos base {x;, f(z;)}, ¢ = 0,n y la pendiente en un punto, por ejemplo en
xo dada por S = f'(xo).

tj —h; S;

2
h;

Sj(x) = f(x;)+(S) (x—mj)+< ) (z—z;)?, w€[zj,a4],  j=0,n—1

Las pendientes que se necesitan S}, i = 1,n — 1 se calculan de forma recurrente conocida la pendiente en x (S():

ti—1

Si=2
hi—1

-8, i=1n-1

3.2.— Interpolacion Cubica

Se precisa la informacién en (n + 1) puntos base {z;, f(x;)}, i = 0,n y las pendientes en los (n 4+ 1) puntos base
{24,8},1=0,n.




2 3
h; h3

J

Las pendientes que se necesitan S., ¢« = 0,n o bien se conocen o deben estimarse de algiin modo como se propone
seguidamente.

3.2.1.— Estimacién Lineal de las Pendientes

S = f(@iv1) = f(xi-1)

Ti+1 — LTi—1

. i=1,n-1

Los valores de las pendientes en los extremos (S) y S),) se eligen arbitrariamente.

3.2.2.— Estimacién Parabdlica de las Pendientes

S; = flwic1, 2] + hioy flwign, v, wia), t=1,n-1

Los valores de las pendientes en los extremos (S} y S),) se eligen arbitrariamente.

4.— SPLINES C?: Interpolacién Ctbica con Derivada Segunda Continua

4.1.— Formulaciéon en Curvaturas

Se precisa la informacién en (n + 1) puntos base {z;, f(z;)}, i = 0,n, mds 2 condiciones adicionales.

fo hy(S) +28))

S/'/ /_/ _ S//
Sj(x):f(x])+ (hj 6) ($7Ij)+ (2j> (gj—xj)2+ <J+éhj]) (:E*:L‘j)g’ T € [xjaxj—i-l]a ]:O,Tlfl

Las curvaturas S}, i = 0,n en los puntos base se obtienen de la resolucién del sistema de ecuaciones lineales

piSy 1 +287 + XS =d;,  j=1n-1

S
0
g 2 A 0 0 .. 0 0 01| s dy
0 125) 2 )\2 0 0 0 0 Sé’ d2
0 0 M3 2 /\3 0 0 0 Sg d3
2 An—2 0
L O 0 0 0 0 oo Mp—1 2 )\nfl_ ;{71 dn,1
S
siendo h 6
j—1 tj tj—l)
= A:=1— . di= —— | L —
Hi hj+hj_y J Hi / hj+hj_1 (hj hj—1

Este sistema tiene (n — 1) ecuaciones y (n 4 1) incégnitas por lo que se precisa introducir DOS condiciones
adicionales para obtener un sistema compatible y determinado.

4.2.— Formulacion en Pendientes

Se precisa la informacién en (n + 1) puntos base {x;, f(z;)}, i = 0,n, mas 2 condiciones adicionales.




2 3
h; h3

J

)8 (o) <3tj — hi (S, +25})) (=, + (hj(S}H +5) —2tj> (12,8 € [wpasml j=

0O,n—1

Las pendientes S/, i = 0,n en los puntos base se obtienen de la resolucién del sistema de ecuaciones lineales

AjSi 1+ 28 + 1S, = e, j=1n-1
S0
T2 2 wp 0 0 0 0 0 7 S e1
0 AQ 2 125 0 ... 0 0 0 Sé €9
0 0 /\3 2 U3 0 0 0 Sé €3
“ee 2 un,Q 0 vee
L 0 Anfl Hn—14 é71 €n—1
Sh
siendo " \
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Este sistema tiene (n — 1) ecuaciones y (n 4 1) incégnitas por lo que se precisa introducir DOS condiciones
adicionales para obtener un sistema compatible y determinado.

4.3.— Condiciones Adicionales que pueden imponerse

Las condiciones adicionales pueden ser o bien valores de las curvaturas o de las pendientes en uno o dos puntos,
o bien relaciones en forma de ecuaciones entre los valores de las curvaturas o de las pendientes en dos o mas puntos.

4.3.1.— Curvaturas conocidas en los contornos

Si se conocen las curvaturas en los dos extremos (S{ y Si/), el célculo de las curvaturas en los restantes puntos
en la formulaciéon en curvaturas supone resolver el sistema de ecuaciones

r 2 A 0 0
125] 2 AQ 0
0 U3 2 Ag

L0 0 0 O

0
0
0

"
S1
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dq
da
ds
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pi1 S
0
0

0
>‘n—1 S;:/

En el caso particular en el que las curvaturas son nulas en ambos extremos, es decir

Sy = 0;

" =0

se obtiene el denominado spline natural, que tiene la propiedad de minimizar el funcional cuadratura media.

4.3.2.— Pendientes conocidas en los contornos

Si se conocen las pendientes en los dos extremos (S)) y S;,), el célculo de las pendientes en los restantes puntos en
la formulacién en pendientes supone resolver el sistema de ecuaciones

r2 1 0 0
AQ 2 1253 0
0 Ag 2 M3

LO 0 0 O

0
0
0

An—l
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0
0
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Si se conocen las pendientes en los dos extremos (S} y S.,), el cdlculo de las curvaturas en todos los puntos en la
formulacién en curvaturas supone resolver el sistema de ecuaciones

r2z 1 0 0 0
1251 2 )\1 0 0
0 125) 2 /\2 0

4.3.3.— Condiciones periddicas

0 0 1253 2 )\3

OO OO

O O OO

Consisten en imponer condiciones de la forma

Sy =S,

Sy
Sy
Sy
Sy

6(to — ho S§)/hg
dy
da
ds

dnfl
6(—tn—1+ hn—15)/h%_,

que conducen al sistema de ecuaciones lineales en la formulaciéon en pendientes

r2 up O 0 0 0 A1 T Si el
/\2 2 U2 0 . 0 0 0 Sé €9
0 )\3 2 H3 ... 0 0 0 Sé €3
0 0 0 0 A’rL—l 2 Hn—1 ;_1 €n—1

Ly 0 0 0 o x 2 1Ug en

o bien condiciones de la forma
"l
Sy =S,

que conducen al sistema de ecuaciones lineales en la formulacion en curvaturas

r2a X 0 0o .. 0 0 M1 Si’ dq
M2 2 )\2 0 0 0 0 Sé’ d2
o 2 Aa 0 .

0 0 0 0 Mn—1 2 /\n—l ;{_1 dn—l
LA, 0 0 0 0 w2 10 g dy,

En ambos casos se obtienen los denominados splines periédicos.

4.3.4.— Otros criterios

Otros tipos de condiciones adicionales consisten por ejemplo en efectuar interpolaciones cuadraticas en intervalos
extremos:

"o__ Q. nooo_Qn
S _Slv Sn

n—1 —

En otros casos se puede imponer que la interpolacién empleada para los dos primeros intervalos sea la misma
cubica, esto es,
Sy - Sy Sy -5y
hi  ho
lo que implica que en el punto x; la continuidad es entonces de orden 3. Esta misma condicién aplicada para los dos
ultimos intervalos (los dos dltimos intervalos se interpolan con la misma cibica) conduce a

S”* " " _Qn
n n—1 _ “n—1 n—2

hnfl hn72

es decir, en el punto z, , la continuidad es entonces de orden 3.



