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Problema Estandar y Problema Generalizado (I)

PROBLEMA ESTANDAR

[A real simétrica] (*)

Aa; =\ .
T, J— n
_T_ ’ y
U, U —5@']'
(U= Up, |,
AU =UA [ A1 1
con < \ (% %)
Uy =1 A= i
\ ] An
(*) Si AesDEF+ — 0< A <A< .. <A
Si A es SemiDEF+ — 0=XA; <A< ... < An.

(%%) Luego: UTAU=A.
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Problema Estandar y Problema Generalizado (ll)

PROBLEMA GENERALIZADO [K'y M reales simétricas, M DEF+] ()

_T Y] — o o
u; M uj = 559

( _ _ _
Q:[ul U2 un]a
KU =MUA " )
con < A (% %)
UTMU =1 A= :
L ] An, _
(*) SiK esDEF+ — 0<A; <A <...< An.
Si K es SemiDEF+ — 0= <A <...< An.

(%%) Luego: UTKU=A.
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Problema Estandar y Problema Generalizado (llla)

Equivalencia Prob. Estandar — Prob. Generalizado

Sea el problema

) ) K real, simeétrica,
Ku=\M u, con o
M real, simetrica, DEF+.

~

Siempre se puede factorizar

(=) Factorizacion de Cholesky (2.° parcial).
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Problema Estandar y Problema Generalizado (lllb)

Luego
Ki=AMu=\NLL"u — L 'Ku=\L"%
LKL L"a =x L"a
\ & X J N - _J N\ e J/
K U U
S oy K=LT"KL", ()
K u = \u, con A -
u =L u.
(*) SiK es real, simétrica — K real, simétrica.

Si K esreal, simétricay semiDEF+/DEF+ — I:< real, simétrica y semiDEF+ / DEF+.
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Problema Estandar y Problema Generalizado (llic)

Por tanto, R
K u; = X\ u; o
N 1, 7=1...,n,
Uj Uj = Oij
y definiendo
obtenemos
K (L w) =i (L7 w)
o T ;g 1, 7=1....n
(L u%) (L UJ) = 0
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Problema Estandar y Problema Generalizado (llid)

En consecuencia,
> 1T — T _
LKL u =ALL" u

Z)J:]" 7n7
aj LL" ;=0
)
1, ] —1...,1N
a; M a; =0y
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TECNICAS AUXILIARES: Reduccion de Autovalores (la)

PROBLEMA ESTANDAR [A real simétrica]

Sea el problema

i i=1... n.

Se pretende “reducir’ (x) el autovalor )\k- Para ello se define

( _ o
- g , A U, si 1 #£k,
A =A-— )\ [ukuk} — A u; = <

~ ~

5 Oﬂi, si 1 =k.

(») Convertir el autovalor \;, en 0, sin modificar los restantes autovalores ni los
autovectores.
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TECNICAS AUXILIARES: Reduccion de Autovalores (Ib)

Pues

Alw; = (A= g uy]) @
[
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TECNICAS AUXILIARES: Reduccion de Autovalores (lla)

PROBLEMA GENERALIZADO [K' y M reales simétricas, M DEF+]

Sea el problema

K u; = A\ M u;

- - 1, 7=1....n

U;FM Uj = O3

Se pretende “reducir’ (x) el autovalor )\k- Para ello se define
)
/] — TR

K'= KX |(M ay) (M a)") , Ao M, sii#k,
M=M 0 Ma;, sii=k

(») Convertir el autovalor \;. en 0, sin modificar los restantes autovalores ni los
autovectores.
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TECNICAS AUXILIARES: Reduccion de Autovalores (lib)

Pues
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TECNICAS AUXILIARES: Reduccion de Autovalores (llla)

Obtencion de la expresion para el Prob. Generalizado

Se sabe que dado el problema

K real, simétrica,
Ku=\M u, con L
M real, simetrica, DEF+,

~

siempre se puede factorizar M = L L".

Luego

AN

~ K =

L KL
Ku=AMu < Ku=J\u, con T

L 1
= L' @

u

Dado el autovector u; del problema generalizado, su correspondiente del problema
estandar equivalente sera @; = L™ @, y se verificarda K 4; = \;4s.

UNIVERSIDAD DE A CORUNA — GRUPO DE METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA JI



=

TECNICAS AUXILIARES: Reduccion de Autovalores (llib)

Para “reducir” el autovalor A\, de este problema, se define

Pero

~

R =K - [aka{] — R = |
0%, S i=

= [ =/ {Azaw SI Z#ka

AT [Zg—,\k [aka{“azxa
= {Lﬁlfs L™= (L") (L7 fak)T} (£"a) =x (L"a)
— L [g L A (g uk) (gTak)T] (LT—) — AL (LT—)
— [K—,\k (MTfak) (MTak,)T} G=AMu
X - ]
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TECNICAS AUXILIARES: Traslacion de Autovalores (la)

PROBLEMA ESTANDAR [A real simétrica]

Sea el problema

i i=1... n.

Se pretende “trasladar” () los autovalores \; una distancia p. Para ello se define

Al=A+pl =  Au= (Ni+p) U

(=) Convertir cada autovalor \; en (\; + p), sin modificar su correspondiente
autovector.
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TECNICAS AUXILIARES: Traslacion de Autovalores (Ib)

Pues
A, = (A+pl)
:Aﬁi+p£ﬂi
= A Ui + p U
= (A +p) .
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TECNICAS AUXILIARES: Traslacion de Autovalores (lla)

PROBLEMA GENERALIZADO [K' y M reales simétricas, M DEF+]

Sea el problema

Se pretende “trasladar” () los autovalores \; una distancia p. Para ello se define

K'=K+pM : ,
M =M N -

(») Convertir cada autovalor A\; en (A\; + p), sin modificar su correspondiente
autovector.
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TECNICAS AUXILIARES: Traslacion de Autovalores (llb)

Pues

" = (K +p M) u
= K u; + p M u;
=N M u; + p M u;
= (M +p) M a,.
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TECNICAS AUXILIARES: Inversion de Autovalores (la)

PROBLEMA ESTANDAR [A real simétrica, no-singular]

Sea el problema

i i=1... n.

A=A — A a;= ()t .

(=) Convertir cada autovalor \; en ()\;) ', sin modificar su correspondiente autovector.
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TECNICAS AUXILIARES: Inversion de Autovalores (Ib)

Pues

—~
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TECNICAS AUXILIARES: Inversion de Autovalores (lla)

PROBLEMA GENERALIZADO [K y M reales simétricas, K no singular, M DEF+]

Sea el problema

(=) Convertir cada autovalor \; en ()\;) ', sin modificar su correspondiente autovector.
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TECNICAS AUXILIARES: Inversion de Autovalores (lib)

Pues
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TECNICAS AUXILIARES: Cociente de Rayleigh (la)

PROBLEMA ESTANDAR [A real simétrica]
Sea el problema
Au; =N\ uy .
1, J=1...,1n
ﬂzTﬂJ — 5@']’

Se define el COCIENTE DE RAYLEIGH ,0(?7) de un vector cualquiera U como

vl AP

T v

En lo sucesivo supondremos que los autovalores )\7; se ordenan de forma que

M < A< <A
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TECNICAS AUXILIARES: Cociente de Rayleigh (Ib1)

PROPIEDADES DEL COCIENTE DE RAYLEIGH

1.
A <pv) <N, V.
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TECNICAS AUXILIARES: Cociente de Rayleigh (Ib2)

4.
Ar =  Iax {m_in(p(@) | @ka:Oparakzl,...,r—l)}.
{w1,..., 01} LV
D.
ail o 0 c alk
Sean las submatrices principales A, = 5 : : k=1,...,n.
art ... QQrk
Definimos los problemas
T
A, @l =\’ @l con (af) fa?:&j, parai, g =1...,k.

En estas condiciones, los autovalores A" verifican

k+1 k k+1 k k k+1 k k+1
)\1 < )\1 S)\Q < )\2 S0 S )‘k—l S)\k < )\k SAk—l—l’

que es lo que se denomina una secuencia de STURM.
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TECNICAS AUXILIARES: Cociente de Rayleigh (Ic1)

Demostracion de las propiedades del Cociente de Rayleigh

1.

Los autovectores forman una base. Por tanto, cualquier vector v puede escribirse

mn
en la forma v = E «; u;. Luego

=1
n T n n n
( (0% ﬂz) A (Z o ﬂz) Zo‘i Qj (ﬂ;ré aj)
—

L 5l AT _\4=1 — _i=1j=1
p(’U) - =T = - T - - n n
(Z o u> (Z o u> >° > aiay (4 )
i=1 i=1 (e
Pero a, A @, = u, (\; @;) = X\;6;;. Por tanto,

n n n ( 2 2 2
A A A
DD wmag sy Yol | > 1;a221+ +§” = =
. : ‘ a1+a2—|—...—|—o¢n

=1
n n 2 2 2
Zzaia’éi' Za? <a1>\n—|—a2>\n—|—...—|—an)\n:>\n.
J Zt) — 2 2 2
: : : ozl—l—oz2—|—...—|—ozn
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TECNICAS AUXILIARES: Cociente de Rayleigh (Ic2)

Demostracion de las propiedades del Cociente de Rayleigh

2.

Si v = o u; entonces

2 =10 =
Tav  (ea) 4 @u) @ (4%) Taas

~ 1

p(v) =

7T (ew)’ (aw) o (TE)  wE

Pero a?é U; = fa;f (X\; w;) = ;. Portanto

p(v) = Ai.
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TECNICAS AUXILIARES: Cociente de Rayleigh (Ic3)

Demostracion de las propiedades del Cociente de Rayleigh
3.

Siv = a u; + € T entonces
TAT (aa;+ex) A (aa;+e7)

p(V) = —F—
o1 v (at; +ez)! (ai;+ez)

o’ (ﬂiTé az) + &2 (i;Té a‘:) + 2ae (@TA az)
o? (ul'n;) +e2 (27z) + 20 (zTw;)
Pero u; y T son vectores unitarios y ortogonales entre si.
Luego @] A @ = p(u:), 2" A& = p(z),y 3" Aw =\ (3"a:) = 0.
Por tanto
o® p(u;) + % p(2) _ Xi+ (e/a)’ p(@)
ol e 1+ (e/a)®

= X+ (e/)” 0@)] [1 = (e/@)? + (e/a)* = (¢/0)® .. |

=i+ (/) [p(@) = Al + O ((e/0)*!) = X + O ((e/@)7) .

p(v) =
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TECNICAS AUXILIARES: Cociente de Rayleigh (Il)

PROBLEMA GENERALIZADO [K' y M reales simétricas, M DEF+]

Sea el problema

Se define el COCIENTE DE RAYLEIGH ,0(?7) de un vector cualquiera U como

(7) = o Bt
V) =

con idénticas propiedades a las expuestas en el caso del problema estandar.
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TECNICAS AUXILIARES: Cociente de Rayleigh (llla)

Obtencion de la expresion para el Prob. Generalizado

Se sabe que dado el problema

K real, simétrica,
Ku=\M u, con L
M real, simetrica, DEF+,

~

siempre se puede factorizar M = L L".
Luego

~ ~

Ku=\Mu <= IE@:A@, con {”
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TECNICAS AUXILIARES: Cociente de Rayleigh (lllb)

Dado el vector v del problema generalizado,

su correspondiente del problema estandar equivalente serd v = L 7,
cuyo cociente de Rayleigh sera

TR ©

oT (L L") v
v KT )
— — v
vl M v &
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TECNICAS AUXILIARES: Analisis de Rayleigh-Ritz (la)

PROBLEMA GENERALIZADO [K y M reales simétricas, K no singular, M DEF+]

Sea el problema

Dados los @ vectores linealmente independientes {wﬁ}g:1 4 (engeneral ¢ << n),

buscamos aproximaciones a los autovectores U; y a los autovalores )\i del tipo

; _
= ¢15¢25---5¢q]a
. L
’L_LZ%’L_LR:ZO&ﬂzg:}\I{O_Z, con < (041\
/=1 a = { Ck:z >
g \B — (TR :
)\Z )\ p(u ) \ \ qu /
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TECNICAS AUXILIARES: Analisis de Rayleigh-Ritz (Ib)

Para ello, planteamos

dp(ut dp(a®)\"
p(u):(), k=1,....q — (p(u )> = 0,
d()ék

lo que equivale a resolver el problema reducido (x)

K" = V'K . .
. — K 'a=\'M"a.
M= VM

(=) Noétese que las matrices reducidas Ky M* son de orden g << n.
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TECNICAS AUXILIARES: Analisis de Rayleigh-Ritz (Il)

El planteamiento anterior (en términos de la minimizacion del cociente
de Rayleigh) se fundamenta en que...

1.

T
(dp(_v)) —0
dv -
2 p(u")
N\ T
(dp(l_b )) — 6 — KR— — )\RMR_
do ~ ~
3 {u"} U;
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TECNICAS AUXILIARES: Analisis de Rayleigh-Ritz (llla)

Demostraciones:

1.
Pues

v K v dp(v) 2(v'K) (0" M v) — 2(v' M)(v' K )
5T M © dv (5T M ©)2
2

= o5 [ ) = p(@) (0T

y por tanto

(dig))T = s = p(0) M 1],

Luego

dp(v)\" 2 i i i i L
o ___'ZuiTMui[fSUi—P(ui)MUz‘]ZQ[ISW—MMW]ZO-

UNIVERSIDAD DE A CORUNA — GRUPO DE METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA JI




=

TECNICAS AUXILIARES: Analisis de Rayleigh-Ritz (llib)

p(u)

Pues

R dp(a”)  dp(v) 1 dp(v)
o =00, — Lt=L2 e = N
y por tanto

- R T T
<d’)("f )> — v (22) o 3" [KVa- p(a®) M ¥a]
da dv p, oYMV

alMfa L~ =
Luego .
(dp ('L:LR)) =0 = Kfa=\M"a
doy ~ ~
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TECNICAS AUXILIARES: Analisis de Rayleigh-Ritz (llic)

3. Si el subespacio {a”} contiene un autovector #,; el analisis de
Rayleigh-Ritz lo detecta:

Pues

=3 = EK'f=[v"Kv|3 =v'K[v3 =v'Ku
=v' [Ka] =¥ [MMa] =\N¥ Ma
=\ UM [LB] =\ [QTME'} B=XM"p
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METODO DE MISES: Fundamentacion Tedrica (l)

PROBLEMA ESTANDAR

Sea el problema

[A real simétrica]

Dado un vector arbitrario v, el

consiste en:
) A,
Vg1 — -
A Tp| ) k =0, ..., (hasta convergencia)
Pr+1 = P(Vk+1) |
Si Ay 4x es el mayor autovalor en valor absoluto,
klim Uy =0 | A= Ayax @,
— o ) [en general, y casi siempre]
lim px = p(@) = Ayrax-

k— o0
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METODO DE MISES: Fundamentacion Teorica (lla)

FUNCIONAMIENTO DEL METODO

( . A vy Al 3
1= - =
| A v ‘41 @0}
A él 0]
_ ~ Al - 9 _
_ A 11 2790 A“ g
'1)2 e — p =
~ AL 5
A éZ v0
Observamos que J A voy ~ |A% 5 AS V0
'U3 _ pr— =
U R 3 -
|4 v A A“ g ‘é UO’
~ A% 5
P Ak_l o
_ 2T Ak—1 _
5y = Avg_1 A" vl AP g
’A @k—l A ék_l v ‘ék ’l_)o)
=~ Ak’—l o
] A
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METODO DE MISES: Fundamentacion Teorica (llb)

Los autovectores forman una base. Por tanto, el vector inicial v, puede escribirse

n
en la forma vy = E «; u;. Luego

a=l

Pero A" a; = A" ' (A ) =X\ A" 'a;, = A" a; = A\ 4,. Portanto

mn
k _
Zai)\"'ui k — k — k —
= B a1 A U+ g A5 U + ...+ o A Up
n Lo Oél)\]fﬂl—FOéQ)\];ﬂQ—l—...—l—Oﬁn)\ﬁﬂn
E C(Z)\Z’U,Z
i=1

Vg
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METODO DE MISES: Fundamentacion Teorica (lic)

Casos mas importantes:

1. Hay un solo autovalor predominante

An] > |Ai| Vi < n.

2. Hay un autovalor predominante con orden de multiplicidad p

An=An1=- = An—p1)y Al >|N| Vi<n—p.

3. Hay dos autovalores predominantes de signos opuestos
A= — Ay, An| > [N V.
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METODO DE MISES: Fundamentacion Teorica (lid1)

Sea [\,| > [\;| Vi< n.

Escribimos o, = =" - = = -
>\7j _ >\z
E a; | — | U § a; | — | Uit on Uy
1<n n 1<n n
lim v, = U,
k— o0 -
Luego . - [si o, # 0]
lim pr = p(tn) = Ap-
k— o0
Notas:
& En el caso o, = 0 el método convergera en general (falsamente) al mayor autovalor en valor
absoluto cuyo coeficiente o sea distinto de cero. (*)

& Por este motivo conviene repetir el calculo con distintos vectores iniciales .

(*) Sise permite al método iterar suficientemente, es probable que los errores de redondeo introduzcan una componente
segln @y, que acabe conduciendo a la solucion correcta.
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METODO DE MISES: Fundamentacion Teorica (1id2)

2. D
Sea \, = \,,_1 = ...:)\n_(p_l), \)\n\ > |)\Z\ Vi <n—np.
i\
6%, — Ui + QU
Escribimos v, = —
i\ F
Z QL <—Z> g Z a Uy
1<n—p n 1>n—p
klim vp=w | A=A\, @,
Luego _HOO [si o; # O paraalgun i > n — p]
lim pp = p(©) = An.
Notas:

® Enelcaso a; = 0Vi > n — p el método convergera en general (falsamente) al mayor
autovalor en valor absoluto cuyo coeficiente « sea distinto de cero. (%)
& Por este motivo conviene repetir el calculo con distintos vectores iniciales .

(%) Sise permite al método iterar suficientemente, es probable que los errores de redondeo introduzcan una componente

segun {ﬂn, Upy_ 15 - - - ,an_(p_l)} que acabe conduciendo a la solucién correcta.
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METODO DE MISES: Fundamentacion Teorica (lid3a)

3.
Sea \; = — )\, An| > [N V.
(A = A1 = ... = A_(p1)
Supongamos que { A} = Ao = ... = ),
| Anl = M| > |Ai] para g<i<n—p.

o (D) ai+ > (i‘—)kaﬂrz o U

7
n

. _ , < <1<n— >n—
Escribimos o = —— =r=np P .
k
ko oy _ _
> "o (D) w4+ Y o (— ) wmt+ D o
: : An .
154 q<i<n—p i>n—p
( _ _
Ay = — A Wy,

lim v = £, + Wy,
k—oo

/\

~

Luego
klirglo pr = p(Fw, + wp) # £ A,.

\

[si «; # O para algun i > n — p y para algun i < q]
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METODO DE MISES: Fundamentacion Teorica (lid3b)

Notas:

& Obsérvese que el método no convergera a un autovector, sino que oscilara entre dos vectores
que seran combinacion lineal de dos autovectores (@, y @wq).
A partir de los valores entre los que oscila el método es posible obtener los correspondientes
autovectores y sus autovalores.

& Enelcaso a; = 0Vi > n — p Vi < g el método convergera en general (falsamente) al mayor
autovalor en valor absoluto cuyo coeficiente « sea distinto de cero. (*)

& Por este motivo conviene repetir el calculo con distintos vectores iniciales .

(*) Sise permite al método iterar suficientemente, es probable que los errores de redondeo introduzcan una componente
segun {ﬂn, Upy_ 15+~ an_(p_l)} que acabe conduciendo a la solucidn correcta.
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METODO DE MISES: Fundamentacion Teorica (llla)

OBSERVACIONES

& En el estudio anterior se observa que el método converge en general al autovector
U, asociado al mayor autovalor en valor absoluto \,,.

& Una vez calculado el autovalor predominante, puede aplicarse una reduccion de autovalores
para obtener el autovalor siguiente.

& Este procedimiento no puede aplicarse para obtener todos los autovalores, ya que los errores
se acumulan y los resultados se degradan considerablemente cada vez que se realiza una
reduccion.

& Conviene repetir el calculo con distintos vectores iniciales antes de aceptar una
solucién como buena.

& El método tiene orden de convergencia lineal, con factor asintético de convergencia

)\n—l

FAC - |

n

Cuando los autovalores estan muy separados, es decir ])\n| > > |)\n_1 ‘ la velocidad de
convergencia sera muy elevada.

& Cuando los autovalores estan muy juntos, es decir ])\n| ~ |)\n_1‘, la velocidad de
convergencia sera muy baja.
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METODO DE MISES: Fundamentacion Teorica (llib)

OBSERVACIONES (continuacion)

¢ La aproximacidn del autovalor se obtiene mediante el Cociente de Rayleigh. Por
este motivo, la convergencia al autovalor también es lineal, pero con factor
asintotico de convergencia

2
>\n—1

FAC - |

n

O La aproximacion del autovalor sera mucho mejor que la aproximacion del autovector.
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METODO DE MISES: Fundamentacion Tedrica (IVa)

Obtencion de la expresion para el Prob. Generalizado

Se sabe que dado el problema

K real, simétrica,
Ku=\M u, con L
M real, simetrica, DEF+,

~

siempre se puede factorizar M = L L".

Luego

L K=L"'K LT,
Ku=AMu < Ku=J\u, con - T T
u =L" .

~

A cada vector U del problema generalizado, le corresponde un vector del problema
, : ~ T —
estandar equivalente v = L~ 0.

% UNIVERSIDAD DE A CORUNA — GRUPO DE METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA



=

METODO DE MISES: Fundamentacion Teorica (IVb)

Por tanto, al vector unitario arbitrario v del problema estandar le correspondera el vector
Vg del problema generalizado, que verifica vy = QT 00, @{M vg = 1.

Al aplicar el Método de Mises al problema estandar equivalente se obtiene

- )

N K vy,

Vk+1 = =< .
K v, p k=0,...,(hasta convergencia)

Pr+1 = P(Uk+1) J

Al vector Uy, del problema estandar le corresponderd el vector Uy, del problema
generalizado, que verifica 7, = L' v, v M o), = 1. Por tanto, lo anterior es equivalente a

’ [L7'K L7T) (LT o) L'K o, ]
L' U1 = T o = i ,
[ [LTK L] (L"v)| |L"Kul » k=0,...,(hastaconvergencia)
Pk+1 = p(Vk+1) )
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METODO DE MISES: Programacion (la)

PROBLEMA ESTANDAR [A real simétrica]

&% Algoritmo:
Dado vy | ©avo=1
Para k£ =0,1,... (hastaconvergencia)

4 _ é Q_Jk;
calcular Vpt1 = —
| A D]

[:> @£+1@k+1 — 1]

_T _
V1A Tkt

_ T _
calcular Prtr1 = p(Vgr1) = = U 1 A Ukq1

_T
\ Uk;_|_1vk—l—1
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METODO DE MISES: Programacion (lb)

PROBLEMA ESTANDAR

[A real simétrica]

& PROGRAMACION:
Dado o, | vfvo=1
calcular wo = A vy
calcular  pg = v wo
Para k£ =0,1,... (hastaconvergencia)
( B wk
calcular il — —
||
\ calcular Wit1 = A U1
T —
_calcular Pht1 = Ugy 1 Wh+1
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METODO DE MISES: Programacion (lla)

PROBLEMA GENERALIZADO [K'y M reales simétricas, M DEF+]
&% Algoritmo:

Dado 7 e M Tg = 1

Para k=0,1,... (hastaconvergencia)
( -1 _
LK
T - k T _
resolver L U1 = —=——= = U, M Vpy1 = 1]
N LK v T
<
_T _
(v K Vi
_ k+1 +1 _T _
calcular Pr+1 = p(Vgy1) = = Uy K Uy
\

Para ello se habra factorizado previamente la matriz // en la forma

M=LL"

~
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METODO DE MISES: Programacion (lib)

PROBLEMA GENERALIZADO [K y M reales simétricas, M DEF+]
& PROGRAMACION:
Dado @y | oM vp=1

{ calcular wo = K 79

calcular  py = v wo

Para k=0,1,... (hasta convergencia)

[ resolver L Zi1q1 = Wy

resolver L' §ui1 = Ziia
Yk+1
| Zkt1]

{ calcular Va1 =

calcular Wra+1 = K Uky1

_T
| calcular Pk41 = Ujyq Wh1
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METODO DE MISES: Programacion (lll)

Criterio de Convergencia

CONVERGENCIA = <vk+1 — U] < max(ey, Ty vk+1|)> AND.

<Pk+1 — px| < max(ey, 7 Pk+1|)>

& La convergencia suele ser mucho mas rapida en el caso del autovalor que en el
caso del autovector, debido a la 3.% propiedad del Cociente de Rayleigh.

% UNIVERSIDAD DE A CORUNA — GRUPO DE METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA JI



METODO DE MISES: Variantes (l)

[K y M reales simétricas y DEF+]

% Se aplica el Método de Mises al problema inverso.

e Si se trata de un problema generalizado, se permutan las matrices K'y M.
e El problema estandar se considera generalizadocon K = A, M = 1.

&% Hay que factorizar la matriz K en lugar de la matriz M.

e Se suele realizar en cualquier caso, por lo que el proceso no se encarece.
(ejemplo: problemas de calculo de estructuras, MEF, etc.).

@ Converge al autovector asociado al menor autovalor (en modulo).
e ES LO QUE NORMALMENTE SE REQUIERE EN INGENIERIA.

La convergencia suele ser muy rapida.

e El inverso del menor autovalor suele estar separado del inverso del siguiente.
(por ejemplo Ay = 0.001 y Ay, = 0.01).
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METODO DE MISES: Variantes (Il)

[K y M reales simétricas y DEF+]

Dado el problema generalizado

— K,’a@': ()\i—u)_l M/’L_Li.

~

que equivale a realizar una traslacidén de valor — 1 seguida de una inversion.

—1
El mayor autovalor de este problema sera max (A — )" | = ( min |\; — Ml) :

1=1,...,n

Al aplicar el Método de Mises Directo a este problema obtendremos el valor buscado.

UNIVERSIDAD DE A CORUNA — GRUPO DE METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA JI



METODO DE JACOBI: Fundamentacion Teorica (I)

PROBLEMA ESTANDAR [A real simétrica]
Sea el problema (U =[u1 4y ... Un],
AU =UA T A1 l
con <
Uty =1 A=|
\ L An
El consiste en:
-1 )
A=A — A, = <Q ) A, Q
~7 T ~hd e R Zkt1 L |k —=0,.... (hasta convergencia)
‘Eo — :Z, — Bk—l—l — Bk Qk+1 )
Si,
-1 _ T i lim A, = A_ =A,
QkH = Qk+1 (matrices ortogonales) } . o Nk T Ro0 T2
las Q, , se eligen ADECUADAMENTE lim P, =P =U
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METODO DE JACOBI: Fundamentacion Teorica (lla)

Algunas demostraciones previas

DP1. Las matrices semejantes entre si tienen los mismos autovalores:

(A= PBP ™, I
Au = \u 1 - Bv = A\,
— | PBP 'a = \u, L —
B=E‘1AE} . 1 {com‘):P v
B (') =2 (2 7).

DP2. Las matrices semejantes entre si tienen la misma traza:

f

bij = Y TinGpPp;)
v,8

tr(B) = Z bii = Z Z Liy AP Bi
t it ,B

= Z ayp Z PpiLiy = Z ay303+
7,8 i 7,8

= Z ayy = tr(4).
.

\
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METODO DE JACOBI: Fundamentacion Teorica (lIb)

DP3. Los cuadrados de matrices semejantes entre si también son semejantes entre si:

B=P'AP = B’=|P'AP||P'AP| =P '4’P.

o~ o~

DP4. La traza del cuadrado de una matriz simétrica es igual a la suma de los cuadrados
de sus coeficientes:

.
Yij — Z LiBLBj,
B

tr(Y) = Z Yyy = Z Z gt ey
g v B
- Z x5
v,8

=
I
2><w
——
|
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METODO DE JACOBI: Fundamentacion Teorica (llla)

FUNCIONAMIENTO DEL METODO

‘A,k:—|—1 — A,k+1-

1. {Br41} im0, .00
P =Q, .- Q@ Q,_, = Py,=P;, (ortogonalidad)
2. {Akﬂ}k:o ..... 00 A
A, =Pi, AP, (semejanzaortogonal) = A,
3 {ékﬂ}k:o 0o

.....

AU SARL ék+1 Qk—i—l — Qk;—i—l A

Qk+1 ADECUADAMENTE

VB

k— oo

YE£B

k— o0 -~

-1
Z\, €ONn Qk+1:Ek+1U

im A, = A_ = A,
; 2 b o0 = 200 s

lim P, = P_ =U.
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METODO DE JACOBI: Fundamentacion Teorica (IVa)

Demostraciones

1 {Pritico,
Pues
P =P Q= [P @ Q= [[-[Bo@l] -] @] @..,
= [@, - @.9,,]
Por tanto,

= -1 -1 —1 -1
Pin=1@ - 9.9 =9LQ' - Q

~

T
=91, @ Q=g .99,

~ ~

= P,.,. (ortogonalidad)
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METODO DE JACOBI: Fundamentacion Teorica (IVb)

2. {Ak+1}k:0,...,oo 4
Pues

A = Qpyy A Qs
=9, (@' 41 Q] Q.
e (et [ et ae] ] el e,
= [@h e @] 4 e - 2.Q.]

~ ~

-1 ;
=P, AP, . (semejanza ortogonal)
Por tanto,
- 1T - 4T
T —1 T
Ak—i—l — Ek:+1 A Ek—|—1 — Ek—i—l A Ek—I—l
— P ap...| =Pl AP ]
- | ~k+1 <~ ~k+1 - | ~k+1 <= ~k+1
— A,k;+1'
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METODO DE JACOBI: Fundamentacion Tedrica (IVc)

3. {Ak+1}k:0,...,oo £
Pues

~ ~ o~

AU=UA — [Ek—klék—l—lBl;l—l]U:UA

~1 ~1
— Ay [Pk+1 U] = [Ek+1 Q] A

~ ~ ~

=)

_1
— A Ui =Up A, con U, =P, U
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METODO DE JACOBI: Fundamentacion Teorica (Va)

Eleccion de las matrices Qk+1

k k
1. Se explora la parte superior de A, para hallar a;; = a;; = IMax { |a ‘ }
1<J
[k k k ko]
a’ll . a’li 5 0 o alj o 0 o a’ln
&l % a;; a,, | —filaz
A, =
k k k k - .
a’jl o o a’jl o o e ajj o o e ajn flla ]
k k k k
_a,n1 am. anj ann_
! !

columna: columna j
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METODO DE JACOBI: Fundamentacion Teorica (Vb)

2. Se calculan

[ tan(2a) = B,
q
q
cos(2a) = =,
k k k
p=2 a;; sgn(a;; — ajj) \ .
b _ gk sen(2a) = 4
— 2 2 1
r
p
SEIl| =
\ () 271 cos(a)
(%) Lo que equivale a
. 2a§j _ 1 2a§j . o -
tan(2 ) = aﬁ- — a;?j <~ o = Earctan afi — a;‘?j , con — sSe<
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METODO DE JACOBI: Fundamentacion Teorica (Vc)

3. Se construye

Qk+1 —

Estas matrices verifican Qﬁl = ggﬂ = Q,,, (son AUTOINVERSAS).

cos(a)

sen ()

l

columna 2

sen (o)

— cos(a)

l

columna j

— fila 2

— fila 5
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METODO DE JACOBI: Fundamentacion Teorica (Via)

OBSERVACIONES

—1
1. Debidoala FORMAde @, ,entre A,y A, = (Q,,,)  4,Q,,, solo
cambian los componentes de las filas 7 y ;.

2. En particular

k+1 _ k 2 k 2 k
a;; = a; COS” a + a;; sen’ o -+ Qaij sen o Ccos «,
akH — ajlC sin® o -+ ak cos’a — 2 ak sen & Cos «
jj = i JJ ij )
k+1 k k k 2 2
k+1 k41

3. Para el valor elegido de (v se verifica

k+1  _ k+1
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METODO DE JACOBI: Fundamentacion Teodrica (VIb)

Por tanto,

k k+1 k+1 k

@i ai; Ay A1,

k+1 k+1 k+1 .
ai1+ a¢¢+ 0 airj — fila 2

ék;—i—l —

k+1 k+1 k+1 o
e 0 a;; a,, | —filay

k k+1 k+1 B
apn1 A a'nj Apn

columna: columna j
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METODO DE JACOBI: Fundamentacion Tedrica (Vic)

4. Para el valor elegido de (v se verifica

(W) () = () () (4

2
5. Luego, si Dy = » (a,’jﬁ) , entonces
=0

2
Dyy1 =Dy + 2 (afj) > Dy (%)

(*) Pues a,kﬁrl = a,]%, para vy ¢ {i,j}.
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METODO DE JACOBI: Fundamentacion Teorica (Vid)

2
6. Luego, si & = » (a,’jﬁ) , entonces
Y#B

®]€—|—1 Z 07

(I)k_|_1 = ®p — 2 (afj)2 < D, (%)

(*) Puestr (A%Jrl) = tr (A%) = tr (42) por ser semejantes.

Ademas, si Y = )52 con X = JN(T, entonces tr (Y) = Z (x’yﬁ>2 = Z (9375) + Z (a:,yﬁ)2 (por DP4).
Por tanto, Dy, 1 + ®f_ 1 = Dp + ®p, = tr (éQ)_ V58 v=0 y#£B
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METODO DE JACOBI: Fundamentacion Tedrica (Vie)

2 % L. : :
7. Ademas, (af}) > — i , pues el maximo es mayor o igual que la media.
ns —n
8. En consecuencia
P > 0, )
. k:lim (I)k — O,
2 n°—mn — 2 e
n?z—n lika:tr<A>.
k— o0
<1 )
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