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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (l)

FACTORIZACION DECROUT [4 = L D U]

~ 2~ ~

Sea el problema

_a11 a2 - aln_ (331\
Az =b| con A= |1 92 " Gm| g T2A o
| An1 An2 o Ann L Ln
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (lla)

FUNCIONAMIENTO DEL METODO

Supongamos que ya hemos factorizado

aii a1k
A, = L, D, U, con A = N
QK1 akk
siendo
11 0 di1 0 Uil U1k
Lk - E e 3 Qk - e y Qk — E
lk1 -l 0 A1 0 Uk
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (llb)

Pretendemos factorizar (a partir de lo anterior) A, Clt1

Ak+1 = Ly Dy Upq, cCON 4k+1 =

fg+1 Ak+1,k+1

de forma que ) ]

Ly, 0 Dy, 0 Uy Uk+1
Ly = » D1 = y Uky1 =
=p _
l [ T d
k+1 k+1,k+1 0 k+1,k+1 (—)T Uk+1,k+1
donde
a1 k+1 U1, k+1
Ckt1 = : ; U1 = : .
A k+1 Uk k41
=T =T
freor=1lak+11 - apt1k] » e = [le41,1 - lpg1k] -
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (lic)

Multiplicamos por cajas ...

[ 0
~ =
D, U, +00"
Pty =1 .
0" Uk + diy1,k+1 0
\_\,_/ N v o
| o' 0
| 0
~ =

Liy1 (Dri1 Ukyq) = .
Lie1

_7
DU + lkyr1,64+10

\ 7

Ve

(—)T

0

7 N\

Dy tgs1 +0ugiq g1

_T_
0" Upy1 + dig1 k41 Uk41,k+1

N —’

0

0

~

Ve

Lk Qk ak—l—l =+ 0 dk’:+1,k:+1 Uk4+1,k+1

7T _
lea1Dk U1 + lgt1 k41 Q41 k41 Ykt1,k+1
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (lld)

Igualamos ...
4 Ch+1 Ly Dy Uy Ly Dy Uk
— 9
T 1T L 7
Jrg1  BktLk41 ey 1 Dp U U1 Dy Ukr1 4 leot1,k+1 Akt 1,k+1 Wkt1,k+1

lo que por cajas equivale a

( - ,
Ak — Lk Qk ka [<: HIPOTESIS]
Ch+1 = Ly Dy k1
< i 7T
fk—l—l — lk—l—l Dy Uy,
Sk _

Apt1,k+1 — lk_|_1 Qk Ug+1 + lk+1,k+1 dk-|—1,k-|—1 Uk+1,k+1 -

\
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (lle)

Por tanto ...

1. Uk+1
Ly, D] Gkt1 = Cpya -

2. l11 :
U.D, | I — B
Uk b1 = NiEEl

3. lk+Lk+1 dk+Lk+1 Uk11, k41

_ 1L =
lk—|—1,k—|—1 dk—i—l,k+1 Ugy1.k+1 = QAp+1k+1 — k+1Qk Uk+1. (*)
(*) Donde l_k—i-l y @y, 1 Se habran calculado previamente.
Hay infinitas descomposiciones posibles. Por convenio, se eligen (arbitrariamente) los valores:
ey1k+1 =1, Upp1 k41 =1 = dppi1 k41 = Gpp1 k41 — l_g—i-lgk Upyq-
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (lif)

4 k=1
41 — ,l;fl Ql Ql — lin dyy uwyn = ap . (%)
5 k=n L L.

(*) Hay infinitas descomposiciones posibles. Por convenio, se eligen (arbitrariamente) los valores:

li17 =1, wu;; =1 = dii — IR
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (llla)

REALIZACION DE LOS CALCULOS

1. FACTORIZACION DE LA MATRIZ:
Asignar [, =1, u,; =1,
di, = ay .
Parak=1,...,n—1

)
Resolver |L, D,| tkt1 = Crs

[U.'D, | Nets = NN,

ASlgnar lk—i—l,k+l — 1, uk_|_1,k_|_1 — 1,

=T _
Aii1err = Orgpipsr — L1 Dp Ukt1
\
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (llib)

Notas:

1. Los sistemas |[L, D,] urp+1 = Crp+1 Seresuelven en dos fases:
Ukl Ly Ug+1 = Ci1,
Ly Dy g1 = Cgy1 = \
Dy U411 = Vg4
2. Los sistemas [Q;‘g Qk} l_k+1 — fk_|_1 se resuelven en dos fases:
_ _ B
- m B Qk- Mrg4+1 = fk+17
Uy Dylotr = forn = N

Dy lgy1 = M.
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (llic)

REALIZACION DE LOS CALCULOS  (continuacion)

2. SOLUCION DE SISTEMAS:

Resolver L z = b ,
Dy =z,
vz =9
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (IVa)

CONDICIONES DE EXISTENCIA

Por construccidn (unos en la diagonal principal), se cumple

det(L,) = det(U,) =1 para k=1,...,n.

Por tanto, basta con que se cumplan las condiciones
det(D,) # 0,k =1,...,n — 1 paraque pueda realizarse la factorizacion,
det(D,) #0,k =n para que pueda realizarse la solucion de sistemas.

Por otro lado,

A, = L, D, U, = det(4,) = det(L,) det(D,) det(U,) = det(D,) Vk.

o~ ~ KR ~

Luego, las condiciones de existencia pueden expresarse en la forma

{ det(A,) #0,k=1,...,n— 1 paraque pueda realizarse la factorizacion,

det(A,) #0,k=n para que pueda realizarse la solucion de sistemas.
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (IVb)

En general, podemos afirmar que:

© Si la matriz es REGULAR [det(é) £ o] .

& puede pasar que la factorizacion exista;  (*)
& puede pasar que la factorizacion NO exista;  (*x)
& es practicamente imposible comprobar a priorila condicion de existencia anterior;

& es sencillo (y RECOMENDABLE en todo caso) comprobar sobre la marcha que
d11 # O, dk—i—l,k:—H # 0 para k = ]., ...

® Aunque la matriz sea SINGULAR [det(é) = 0] e

& puede pasar que la factorizacion exista;  (*)
& pero no se podra utilizar para resolver el sistema.  (x*x)

(*) Estosucederd cuando det(A) #0, k=1,...,n— 1.

(* %) Esto sucedera cuando no se cumpla la condicion anterior. Por ejemplo, cuando a1 = 0.

Al igual que en el Método de Gauss, estos casos requieren PIVOTAMIENTO (intercambio de filas y/o columnas).

El problema es que el pivotamiento casa mal con los almacenamientos en banda y en perfil.

(***) Porque el sistema no tiene solucion y el algoritmo fallara al resolver D 3§ = z .
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Tedricos (IVc)

Un caso importante es el de las MATRICES DEFINIDAS:

A DEFINIDA = det(4,)#0, k=1,...,n.

Luego, si A es DEFINIDA (positiva 0 negativa)

puede realizarse la factorizacion y
puede realizarse la solucidén de sistemas.
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FACTORIZACION DE CROUT: Algoritmos (I)

1. FACTORIZACION DE LA MATRIZ:

li1 = 1, upy

di1 = aq

DO k=1,n-1
Ui, k+1

Uiy,

Ui1,k+1

Ak+1,k+1

ENDDO

il
= @y — g bag Waman 3 9= 1,
j=1

ui,k—l—l/dii ;1 =1,...

1—1
Ak41,i — E uji legy1; ;2=1,...
=1

lkv1, / dii ;1 =1,...
L, Upqrp41 = 1
k
= Ak+1ktl — E Loty 5 diys s iy
Jj=1
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FACTORIZACION DE CROUT: Algoritmos (Il)

2. SOLUCION DE SISTEMAS: (%)
B=1
Zz:bz_zlmzj ;izl,...,n
j=1
Yy = 2z [ dy i =1,...,mn
r, = Y; — Zuijacj ;’I;:?’L,...,l,—l
j=1+1

(*) Este planteamiento es adecuado para matrices en banda pero inadecuado para matrices en perfil
debido a que el bucle interno de la ultima expresion (sumatorio) barre la matriz U por filas.
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FACTORIZACION DE CROUT: Algoritmos (lll)

2. SOLUCION DE SISTEMAS: [Planteamiento Alternativo] ()

1—1
ZZ:b,— E liij ;7,21,...,?1
J=1
Yy, = 2z /[ dy s i=1,...,mn
T, = Y; ;z:l,...,n
Tj = T; — Uji Tg ;7 =1, s — 1 P 1= M, , 2, —1

(*) Este planteamiento es adecuado para matrices en banda y también para matrices en perfil.
Obsérvese que el bucle interno de la dltima expresion barre ahora la matriz U por columnas.
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FACTORIZACION DE CROUT: Algoritmos (IV)

Es facil comprobar que

e podemos almacenar L, D y U sobre A;

e podemos almacenar Z, {J y & sobre b;

Asi. ..

aip Q12 A3 A1n di1 U2 Ui
a21 Q22 423 a2n , lo1  da2  uos
se transformara en
azp Q32 4azz --- Aa3n — 31 l32 d33
anl Ap2 ap3 Ann | L lnl ln2 ln3
4 ) ( 3\ 4 ) (
b1 21 Y1
b2 , 29 , Y2 ,
se transformara en se transformara en se transformara en
q b3 — § 23 ¢ — Q Y3 o — <
\ bn / \ Zn y, \ Yn / \

Uln
Uan
U3n

L1
L2

ZIZ‘3>.
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FACTORIZACION DE CROUT: Programacion (1)

1. FACTORIZACION DE LA MATRIZ:

DO k=1,n—-1
1—1
Qg k+1 — Qi k41 — E Aij Ajkr1 3 L =2,...,k
H=l
Qi k+1 — Gikt1 [/ Qi 1 =1,...,k
7—1
Ak41,i — Q415 — E aj; Qkt+15 3 t=2,...,k
J=1
A k41,3 — apy1i [/ Qi 1 =1,...,k
k
Ak+1,k+1 < Qk+1,k+1  — E Ak+1,5 Ajj Qg k+1
j=1
ENDDO
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FACTORIZACION DE CROUT: Programacion (Il)

2. SOLUCION DE SISTEMAS: (%)
1—1
bz<—b,—2amb3 s 1= 2, ;M
j=1
bl<—bz/a” ,’Lzl, , I
by — b — > ayb; ;i=n—1,...,1,—1
j=i+1

(*) Este planteamiento es adecuado para matrices en banda pero inadecuado para matrices en perfil
debido a que el bucle interno de la ultima expresion (sumatorio) barre la parte superior de la matriz A por filas.
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FACTORIZACION DE CROUT: Programacién (lll)

2. SOLUCION DE SISTEMAS: [Planteamiento Alternativo] ()

i—1
bz<—bz—2awb] P 1= 2, , T
j=1
bi<_bi/a'ii ; 1 =1, y T
bj «<— b; — Thag g ;7 =1, ,t— 1 c 1 =n, ,2,—1

(*) Este planteamiento es adecuado para matrices en banda y también para matrices en perfil.
Obsérvese que el bucle interno de la dltima expresion barre ahora la parte superior de la matriz A por columnas.
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FACTORIZACION DE CROUT: Adaptacion a Banda y Perfil (I)

Se conservan los semianchos de banda inferior y superior:

Se conservan los perfiles inferior (por filas) y superior (por columnas):
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Fundamentos Teéricos (1)

FACTORIZACION DE CHOLESKY

Sea el problema

A

—~

7

b| con A=

La

A1n
aA2n

ann

consiste en:

LDL"

—

z
AT~
LDL z

\\_/-/
Y

=

Sl

N\

[A = L DL", Asimétrica]

— S

fbl\
b, b= b?
b
(Lz =0,
\
Dy =z,
\
L'z =g.
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Fundamentos Teéricos (lla)

FUNCIONAMIENTO DEL METODO

Observamos que es un caso particular de la Factorizacion de CROUT para
matrices simétricas en el que

g=1"
Debido a la simetria se cumplira
( R
Ch+1 =  Jet1
=T
Uy = Ly,
S _
Ug+1 = g1,
Upy1,k+1 — lk:-|—1,k+1 .
\
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Fundamentos Teéricos (llb)

Por tanto ...
1-2. Ikt
Ly, Dyl let1 = frta -
3. lk+1,k—|—1 dk+1,k—|—1
l d l = — LD, (*)
k+1,k+1 k+1,k+1  Uk+1,k+1 Qpt1,k+1 k1K Uk4-1-

(*) Donde I}, 1 se habra calculado previamente.
Hay infinitas descomposiciones posibles. Por convenio, se eligen (arbitrariamente) los valores:

_T —
lk+1k+1 =1 =  diti1k+1 = g1 k+1 — 1Dk let-
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Fundamentos Teéricos (llic)

4 k=1
A, :L1Q1L{ — lin dy 1 = an (%)
5 k=mn
T /l\/; :,lv;'nﬂ
A =A = A= LDL" con
s ST D =D,

(*) Hay infinitas descomposiciones posibles. Por convenio, se eligen (arbitrariamente) los valores:

i1 =1 — digy = aj11 .
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Fundamentos Teéricos (llla)

REALIZACION DE LOS CALCULOS

1. FACTORIZACION DE LA MATRIZ:

Asignar [;; =1,
dyy, = a .

Parak=1,...,n—1
(

Resolver L, D.| lpt1 =  frt1 -

2\

Asignar leiiprr =1,

- _
dk;+1,k+1 = OQk41.k+1 _lk+1Qk lk—|—1-
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Fundamentos Tedricos (llib)

Notas:
1. Los sistemas [L, D,| lx+1 = fri1 se resuelven en dos fases:
Pl Ly Mg+1 = fr+1,
L, Dylyyr = frr1 = \

Dy lgt1r = Mgy
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Fundamentos Teéricos (llic)

REALIZACION DE LOS CALCULOS  (continuacion)

2. SOLUCION DE SISTEMAS:

Resolver L z = b ,
Dy =z,
L'z =7
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Fundamentos Tedricos (IV)

CONDICIONES DE EXISTENCIA

Son las mismas que en el caso de la Factorizacion de CROUT.
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Algoritmos (I)

1. FACTORIZACION DE LA MATRIZ:

lll — ]-7
di1 = a1
DO k=1,n-1
1—1
Uiy, = Gpailg — E biglpgen g 52 =1,...,k
J=1
lk—l—l,i — lk—|—1,i / T ;1 =1,...,k
lk—l—l,k—l—l — ]-7
k
Ak+1,k+1 = Qkt1k+1 — E liv1,5 djj g1, 5
j=1
ENDDO
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Algoritmos (Il)

2. SOLUCION DE SISTEMAS: (%)
B=1
Zz:bz_zlmzj ;izl,...,n
j=1
Yy = 2z [ dy i =1,...,mn
r, = Y; — Z ljZ'CEj ;’I;:?’L,...,].,—]_
j=1+1

(*) Este planteamiento es adecuado para matrices en banda pero inadecuado para matrices en perfil
debido a que el bucle interno de la ultima expresion (sumatorio) barre la matriz L por columnas.
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Algoritmos (lll)

2. SOLUCION DE SISTEMAS: [Planteamiento Alternativo] ()

1—1
ZZ:b,— E liij ;7,21,...,?1
J=1
Yy, = 2z /[ dy s i=1,...,mn
T, = Y; ;z:l,...,n
ajj — :U] - lzj :UIL 7]:1, 77/_1 ,Z:n7 ,27_1

(*) Este planteamiento es adecuado para matrices en banda y también para matrices en perfil.
Obsérvese que el bucle interno de la ultima expresion barre ahora la matriz L por filas.
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Algoritmos (IV)

Es facil comprobar que
e podemos almacenar L Y D sobre la parte inferior de A;

e podemos almacenar Z, {J y & sobre b;

Asi. ..
ai dll
az1 Q22 , o1 da2
se transformara en
az; az2 ass — 31 32 dss
| An1  An2 (anp3 Ann | B lnl ln2 ln3 dnn A
4 ) ( ) 4 ) ( )
b1 21 U1 T
b2 , 29 , Y2 , T2
se transformara en se transformara en se transformara en
q b3 — § 23 ¢ - Q Y3 o — § T3 o
\bn) \Zn/ \yn) \xn/
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Programacion (l)

1. FACTORIZACION DE LA MATRIZ:

DO k=1,n-1
1—1
Ak+1,5 — Qkg41,4 — E Aij Qg1 3 L= 2,..., k
J=1
Ak+1i  — Gkt1i / Qi ;1=1,...,k
k
Ak+1,k+1 < Qk4+1,k+1 — E Qt1,j Qjj k41,5
J=1
ENDDO
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Programacion (lI)

2. SOLUCION DE SISTEMAS: (%)
1—1
bz<—b,—2amb3 s 1= 2, ;M
j=1
bl<—bz/a” ,’Lzl, , I
b — b — > ajb; ;i=n—1,...,1,—1
j=i+1

(*) Este planteamiento es adecuado para matrices en banda pero inadecuado para matrices en perfil
debido a que el bucle interno de la ultima expresion (sumatorio) barre la parte inferior de la matriz A por columnas.
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Programacion (lll)

2. SOLUCION DE SISTEMAS: [Planteamiento Alternativo] ()

i—1
bz<—bz—2awb] c 1= 2, , N
j=1
bi<_bi/a'ii ;1 =1, y TV
bj<—bj— aijb@- ;j:].,...,’i—]_ ;i:n,...,Q,—l

(*) Este planteamiento es adecuado para matrices en banda y también para matrices en perfil.
Obsérvese que el bucle interno de la ultima expresion barre ahora la parte inferior de la matriz A por filas.
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Adaptacion a Banda y Perfil (l)

Se conservan los semianchos de banda inferior y superior:

Se conservan los perfiles inferior (por filas) y superior (por columnas):
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Adaptacion a Banda y Perfil (lla)

1. FACTORIZACION DE LA MATRIZ: (%)

DO k=1,n—-1
1—1
Ak+1,i — Qg+1,4 — E Aij k41,5 1= [(k—l—l)—é(k—l—l)—l—l], Cee k
j=max{i—£(i),(k+1)—£(k+1)}
k41,5 — Af41,4 / (Ohi X 7 = [(k+1)—£(k+1)], Cee k
k
Ap+1,k+1 < Ak+1,k+1 — E Ak+1,57 Q55 Ak41,5
j=(k+1)—€(k+1)
ENDDO

(*) £(i) es el semiancho de banda inferior de la fila 1.
Este valor indica que el primer elemento no nulo de la fila 7 es el coeficiente a; i—0(3)-
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Adaptacion a Banda y Perfil (llb)

2. SOLUCION DE SISTEMAS: (%)

i—1
bz<—bz—2amb1 c 1= 2, ;N
j=i—L(3)
bz<_bi/azz 77':]-7 y T
b «— b; — Tag 2] = [i—¢@)],...,t—1 ;1 =mn, , 2, —1

(*) £(i) es el semiancho de banda inferior de la fila 1.
Este valor indica que el primer elemento no nulo de la fila 7 es el coeficiente a; i—0(3)-
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