METODO DE EULER

1. Fundamento del Método

El objetivo es desarrollar un algoritmo numérico para resolver el problema de valores iniciales

y'(@) =p(@y), yla) =y =€]la (1)
siendo ¢(z,y) una funcién acotada, continua en la variable  y lipschitziana en la variable y en el dominio [a, b].

Considérese en principio el domino [a, b] discretizado en n + 1 puntos equiespaciados:
Ti=x9+1th, 1i=0,n xo=a (2)

siendo el espaciado h

(3)

El punto de partida lo constituye el desarrollo en Serie de Taylor de la funcién y(z) en el punto z;41 de la
discretizacién del dominio

Y(@i1) = y(@i) + o (@) @i — 25) + Lo (@i — 2)° + .. (4)

esto es, dado que ;41 = x; + h
y(ziv1) = y(z:) + ¢ (z:)h + O(h?) (5)

donde ©(h?) denota los restantes términos del desarrollo en serie que dependen del factor h2 y/o de potencias superiores
de h%. Si en esta expresién se despeja la derivada primera:

(o) = LoDV o) (©

y restando en ambos miembros ¢(x;, y(x;)) resulta

@) — el ) = LTI o) —on), g

Si a continuacién se impone que se satisfaga la ecuacién diferencial en cada punto z;, esto es,
y'(zi) — (i y(z:)) =0, i=1n (8)

resulta que debe satisfacerse

)W) oy ()~ () =0, i= 1. ®)

El término —O(h) es el “Error de Truncamiento Local del Algoritmo” y se denota como 7;(h). A la vista
de la dependencia del orden con h podemos afirmar que el Método de Euler es de primer orden.

La expresién (9) es equivalente a

y(@iv1) = y(z:) + ho(zi, y(z:)) + hri(h),  i=0,n. (10)

El algoritmo del Método de Euler consiste en obtener una aproximacién a la solucién a la ecuacién (10) al
considerar 7;(h) = 0, resultando

Vit1 = Ui + ho(wi,9:), i=0,n; Yo = Ya (11)




2. Consistencia del Método

El Método de Euler es consistente ya que, cuando el tamano de la discretizacién h tiende a 0, el error local de
truncamiento (7;(h) = —©(h)) también tiende a cero, es decir,

7i(h) = 0 cuando h — 0, Vi=0,n. (12)

3. Convergencia del Método

Vamos a analizar el “Error Global de Truncamiento” o “Error Discretizacion” (€1), esto es la diferencia entre la
solucién analitica y la solucién aproximada que proporciona el algoritmo de Euler dado por (11).

Denotaremos por 2; al error de truncamiento €] como

el =z =yl(x:) - i (13)
Si se restan las expresiones (10) y (11) obtenemos
ziv1 = Zi + h(p(@i,y(x:)) — (@i, ) + hri(h), i=0,n. (14)

Dado que h > 0, si tomamos valores absolutos en los dos miembros, resulta

|zit1| = |zi + h(o(zi, y(2:)) — p(@i,7i)) + hri(h)]

~ , (15)
< lzi| + hle(@s, y(wi)) — (@i, 5s)| + hl7i(h)], i =0,n.
Dado que la funcién p(z,y) es, por hipétesis, lipschitziana en y, es decir
3k > 0 tal que |o(zs,y(z:)) — p(@i, Ui)| < kly(z:) — uil = klzi], Vi, (16)
entonces (15) puede escribirse como
|zit1] < (1 + hk)|z| + hirs(R)|, @ =0,n. (17)
Denominemos 7(h) al mayor de los errores de truncamiento locales, esto es
7(h) = max|r;(h)|, i=0,n. (18)
Si la igualdad (17) se aplica de forma recursiva para los valores de i, 7 — 1, y asi hasta 0 se obtiene
[zi01] < (1+ )] + hr(h)
< (1+ hk)?|zi—1| + (1 + hk)h7(R) + hr(h) (19)
< (L4 hE) ™ 20| + (1 + (14 hE) + ...+ (1 + hk))hr(h)
Por lo tanto: ( i+t
4 1—-(1+4hk)’
1| < (14 hk)H? ——————h7(h
el < (1 b o] + g ()
) 1 hk i+1
< (14 hk)™ 2| + %T(h) (20)

< (1 + hk)t <|z0| + T(kh))

Por otra parte, si tenemos en cuenta que el error inicial (zo = y(zo) — Jo) es nulo ya que y(z0) = Ya Y Yo = Ya, ¥
que se verifica la desigualdad

0<(1+6)"<e™,  VE>0,n>0, (21)
entonces la cota superior del error de truncamiento global del método de Euler es
h .
|Zi+1| < %e(ﬁ-l)hk (22)

A la vista del resultado anterior, es obvio que el error global de truncamiento del método tiende a 0 cuando el
tamano de la discretizacién h tiende a 0, esto es,

lfm |2;41| = 0, 23
lim |21 (23)

por lo que podemos concluir que el método de Euler es convergente.



4. Estabilidad del Método
Vamos a analizar seguidamente la estabilidad del método de Euler, esto es el comportamiento de la solucién

numérica del mismo cuando se perturba el valor de la condicién inicial.

Para ello consideraremos el algoritmo (11) y el algoritmo del método de Euler variando en un valor € la condicién
inicial

o~

Vit1 = i + ho(xi i), i=0,n; Yo="Yat+e€ (24)
y analizaremos el error z; = jj; — QZZ que se produce.

Si restamos las expresiones de los algoritmos (11) y (24) se obtiene

~

zit1 = zi + h(p(@i, Ui) — (i), 0= 0,m Zg = —¢ (25)
que tomando valores absolutos, resulta

|ziv1| <zl + hlo(zs, i) — (@i, )], i@ =0,n; |z0| = |e]. (26)

Dado que la funcién p(z,y) es lipschitziana, es decir,
3k > 0 tal que |z, Gi) — (i, i)| < k|G — 0| = k|zi], Vi, (27)

entonces
|#i] < |2il(L+hk), i=0.n (28)

desigualdad que, aplicada de forma recursiva, conduce a
‘Zi+1| < (1 + hk‘)|21| < (1 + th)Q‘Zi_ﬂ <...< (1 + hk‘)i+1|2§0| (29)

y en consecuencia a

|ziv1] < (14 hE) e (30)

Teniendo en cuenta ahora la desigualdad (21), resulta que la cota superior del error que se comete en la solucién
numérica cuando se perturba la condicién inicial es

|zi41] < € €EFDRE, (31)

A la vista del resultado anterior, es obvio que el mayor error que se comete estd acotado cuando el tamano de la
discretizacion h tiende a 0, esto es

}lll'r% |ziv1| = &, (32)

por lo que podemos concluir que el método de Euler es estable.

5. Convergencia del Método cuando se consideran los errores de redondeo en los calculos

A continuacién, se analiza la evolucién del error (z;) que se comete cuando se compara la solucién analitica
exacta y(z;) que se obtendria de (10) (si fuese posible hallarla)

Y(wiv1) = y(@i) + hp(zs, y(x;)) + hri(h), i=0,n; Y(70) = Ya (33)

con la que solucién aproximada inexacta (y;) que proporciona el método de Euler si se considera que los célculos
se realizan en un ordenador y se producen, por tanto, errores de redondeo (p;) en las operaciones, es decir,

Yir1 = Yi + ho(zi,v:) + piy1, =0,n; Yo = Ya + po- (34)

Denominaremos z; al error cometido z; = y(x;) — y;. Restando las expresiones (33) y (34), resulta

Ziy1 = zi + h(p(wi, y(7;)) — (@i, y:)) + hri(h) — piv1, @ =0,n; 20 = —po, (35)



y tomando valores absolutos

|ziv1| < |zi| + hle(xs, y(x:) — o(zs, y:)| + bl (R)| + |piga], i=0,n; |zo| = |pol- (36)

Si llamamos 7(h) al mayor de los errores de truncamiento locales, y p al mayor de los errores de redondeo, esto es
7(h) = max|r;(h)|, @=0,n; p=max|p;|, i=0,n; (37)

y se tiene en cuenta que la funcién ¢(z,y) es lipschitziana:
Ik > 0 tal que |@(xi, y(x:)) — (@i, )| < kly(@:) — yil = klzl, V4, (38)

entonces
|zit1| < [z (L + hk) + (hr(R) +p), i=0,m |20 = |po] < p. (39)

Si la igualdad (39) se aplica de forma recursiva para los valores de i, 7 — 1, y asi hasta 0 se obtiene

a1l < (14 ARzl + (hr(R) + p)
< (14 BR[| + (1 hE)(hr (B) + p) + (h(B) + p))

< (14 hk) ™ zo) + (14 (14 hEk) 4 ... + (1 + hk)))(h7(h) + p)

Por lo tanto: )
1 — (14 hk)™+?
1—(1+hk)

%(hr(h) +) (41)

S (1 + hk)i+l (ZO| + (hT(ZL_F p))

|21l < (1+ hk)" |z + (h7(h) + p)

< (14 hEk) ™ zo| +

Ademés, ya que |z| < p:

zig1| < (1 + hE)! [T(kh) +p (1 + hlk)] (42)

y dado que se satisface la desigualdad (21), se obtiene finalmente

) h 1
|zig1] < elithhk [T(k) +p (1 + hk)} . (43)

Como se puede observar el error entre la solucién exacta analitica y la solucién numérica inexacta se compone de

dos sumandos: uno debido al error global de truncamiento (T(kh) ) que disminuye cuando el tamaifio de la discretizacién
h disminuye, y otro sumando (p(1 + 1/hk)) que aumenta cuando el tamano de la discretizacién h disminuye.

En consecuencia, existe un valor del tamano de discretizacién éptimo (h*) en el que se produce el error total
minimo, y a partir del cual seguir disminuyendo el tamano de la discretizacién conduce a errores en la solucién
numérica cada vez mayores debido a la propagacion de los errores de redondeo.



METODO DE DIFERENCIAS CENTRADAS

1. Fundamento del Método

Considérese en principio el domino [a,b] discretizado en n + 1 puntos equiespaciados tal como se ha presentado
en (2) donde el espaciado h viene dado por (3).

El punto de partida se basa en combinar el desarrollo en Serie de Taylor de la funcién y(z) en el punto z;41 = z;+h
de la discretizacion del dominio

1! xi " xi
Y(ziy1) = yl@:) +y (@) (w1 — 2:) + #(x”l — i)+ #(x”l —w) (44)
con el desarrollo en Serie de Taylor de la funcién y(z) en el punto z;—1 = z; — h
1! xi " :L'»L‘
(i) = (o) + v @) @ — 2 + P T o (45)

2! 3!

Restando ambas expresiones y teniendo en cuenta que h = z;41 — x; y h = x; — x;_1, se obtiene
Y(@is1) = y(wi1) + 20y (z:) + O(R?) (46)

donde ©(h3) denota los restantes términos del desarrollo en serie que dependen del factor A3 y/o de potencias superiores
de h3. Si en esta expresién se despeja la derivada primera:

y/(-ri) _ y(xi+1)2_hy(xi—1) . ®<h2> (47)

y restando en ambos miembros ¢(x;, y(z;)) resulta

(@) — el ya)) = LERLIEE) o) — o), (49)

Si a continuacién se impone que se satisfaga la ecuacién diferencial en cada punto z;, esto es
y'(zi) — p(ziy(z:) =0, i=1n (49)

resulta que debe satisfacerse

y($i+1)2*hy($i—1) — oz, y(x;) — @(hZ) =0, 1=1,n. (50)

El término —O(h?) es el “Error de Truncamiento Local del Algoritmo” y se denota como 7;(h?). A la vista
de la dependencia del orden con h? podemos afirmar que el Método de Diferencias Centradas es de segundo orden.

La expresién (50) es equivalente a

y(wig) = y(@io1) + 2ho(x, y(x;)) + 2k (R?), 0= 1,n. (51)

El algoritmo del Método de Diferencias Centradas consiste en obtener una aproximacién a la solucién a
la ecuacién (51) al considerar 7;(h?) = 0, resultando

Yir1 = Yi—1 + 2hp(x;,73), 1 =1,n. (52)

Como puede verse el algoritmo de diferencias centradas precisa los valores de la funcién y(z) en dos puntos (x;
y x;—1) para obtener el valor de y(z;y1). Por este motivo, establecida la condicién inicial gy = y,, €l valor de 7y
debe obtenerse con otro método (por ejemplo, el método de Euler) y, a partir de ambos, determinar las restantes
aproximaciones con (52), de modo que una versién completa del algoritmo podria ser

Vit1 = Vi1 + 2hp(x4,95), i=1,m Yo = Ya; U1 = Yo + ho(zo,Yo) (53)




2. Consistencia del Método

El Método de Diferencias Centradas es consistente ya que, cuando el tamano de la discretizacién h tiende a 0,
el error local de truncamiento (7;(h?) = —©(h?)) también tiende a cero.

3. Convergencia del Método

Vamos a analizar el “Error Global de Truncamiento” o “Error Discretizacion” (€T), esto es la diferencia entre la
solucién analitica y la solucién aproximada que proporciona el algoritmo de Diferencias Centradas dado por (53).

Denotaremos por z; al error de truncamiento eiT como
el =z =y(z) — U (54)

Si se restan las expresiones (51) y (53) obtenemos
Zip1 = zie1 + 20(p(zi, y (@) — p(4,5)) + 2hmi(R?), i =1,n. (55)

Dado que h > 0, si tomamos valores absolutos en los dos miembros, resulta
|zi1] = zim1 + 2h(p (@i, y(2:)) — o(2i,Ti)) + 2h7i(h?)]

~ ) . (56)
< zica| + 2h|o(xi, y(2i) — oz, ¥i)| + 2h|Ti(h7)], i=1,n.

Por otra parte, ya que la funcién ¢(z,y) es lipschitziana en y, es decir se verifica (16), entonces (56) puede
escribirse como

Denominemos 7(h?) al mayor de los errores de truncamiento locales, esto es
7(h?) = max|r;(h?)|, i=1,n. (58)
y denominemos 7q(h) al error de truncamiento local cometido al aplicar el método de Euler en el cdlculo de la
aproximacién 7.

De este modo tendremos que en el calculo de la primera aproximacién por el método de Euler

|Z0‘ =0,
(59)
|Zl‘ S (]. + hk)|20‘ + hTo(h) = h’To(h),
y para las restantes aproximaciones, por la expresién (57), tendremos
|zo| < |20| + 2hk|z1| + 2h7(h?) < 2h%kTo(h) + 2hT(h?)
23] < (14 (2hk)?)h1o(R) + (1 4 2hk)2hT(h?) (60)
24| < 2hk(1 + 1+ (2hk)*)h1o(h) + (2 + 2hk(1 + 2hk))2hT(h?)
que se puede generalizar del siguiente modo
4 9 2 9 2 ' 2
|ziv1| < {(1 + 2hk)" Tt (hm(h) + h;}EZ )> - h;}EZ )} < (14 2hk)™ ! (hTQ(h) + T(Z )) : (61)

Teniendo en cuenta ahora la desigualdad (21), la cota superior del error global de truncamiento del algoritmo de
diferencias centradas con calculo de la primera aproximacién con el algoritmo de Euler es

) h?
21| < e2hk(i+1) (hro(h) + T(k)) (62)

A la vista del resultado anterior, es obvio que el error global de truncamiento del método tiende a 0 cuando el
tamaifo de la discretizacién h tiende a 0, esto es,

lim [2i41] = 0, (63)

por lo que podemos concluir que el método es convergente.

4. Estabilidad del Método

El método de diferencias centradas es estable. La demostracién es analoga a la realizada para el método de Euler
y Se propone como ejercicio.



METODO DE TERCER ORDEN (NO CONVERGENTE)
1. Fundamento del Método

Considérese en principio el domino [a, b] discretizado en n 4+ 1 puntos equiespaciados tal como se ha presentado
en (2) donde el espaciado h viene dado por (3).

El punto de partida se basa en el desarrollo en Serie de Taylor de la funcién y(z) en el punto x; 1 = x; + h de la
discretizacién del dominio

" T "n T v Z;
y(@ip1) = y(@i) + 9/ (@) (@igs — 1) + 2 é, )($i+1 — ;)% + 2 ?E, )(fﬂz‘ﬂ — ;) + %(%H —a)t . (64)
el desarrollo en Serie de Taylor de la funcién y(x) en el punto xz;—; = x; — h
" T " x v x;
y(wio1) = y(x) +y (@) (i1 — x5) + Y ; )(Iz‘—1 — ;) + %(1’1—1 — ;) + %(1’1—1 —z)t+ .. (65)
y el desarrollo en Serie de Taylor de la funcién y(x) en el punto z;_o = z; — 2h
" T " T v x;
y(@io2) = ylas) + o' (2:) (@i — @) + 2 ; )(-751‘72 —a)?+ 2 ?E' )( o — )’ + 2 i, )(37142 —z)' ... (66)

Combinando de forma conveniente las tres expresiones anteriores y, teniendo en cuenta que h = ;11 —
h = Ty —Tj—1y 2h = Ty — XTj—_9, S€ obtiene

Y(xi2) — 6y(wi—1) + 2y(xip1) = —3y(xi) + 6hy' (z;) + O(h*) (67)

donde ©(h*) denota los restantes términos del desarrollo en serie que dependen del factor h* y/o de potencias superiores

de h*. Si en esta expresién se despeja la derivada primera:
Y(@i—z) — 6y(i—1) + 2y(xiy1) + 3y(z:)

Y (@) = - - o(h) (68)

y restando en ambos miembros ¢(x;, y(x;)) resulta

(@)~ plasyla)) = W) V@) EW@) @) ) - 02) (69)

Si a continuacion se impone que se satisfaga la ecuacién diferencial en cada punto z;, esto es
resulta que debe satisfacerse

y(wi—2) = 6y(w;—1) + 2y(wiy1) + 3y(z;)
6h

—plwiy(a) —O(R*) =0, i=2n (71)
El término —O(h3) es el “Error de Truncamiento Local del Algoritmo” y se denota como 7;(h?). A la vista

de la dependencia del orden con h3 podemos afirmar que se trata de un método de tercer orden.

La expresién (71) es equivalente a

y(xiv1) = —gy(iﬂi) + 3y(wi—1) — %y(fcz‘—z) + 3h(i, y(x:)) + 3hri(h®), i=2n. (72)

Podemos ahora desarrollar un algoritmo numérico de tercer orden consistente en obtener una aproximacion a la
solucién a la ecuacién (72) al considerar 7;(h3) = 0, resultando

. 3 . =N 1. - .
Yir1 = =5V +3yi—1 — S¥i-2 + 3ho(zi,yi), i=2,n. (73)

Como puede verse este algoritmo de tercer orden precisa los valores de la funcién y(x) en tres puntos (z;, x;—1 y
x;—2) para obtener el valor de y(x;41). Por este motivo, establecida la condicién inicial gy = y,, los valores de ¥; y
de g» deben obtenerse con otro método (por ejemplo, el método de Euler o el de diferencias centradas) y, a partir de
ambos, determinar las restantes aproximaciones con (73), de modo que una versién completa del algoritmo podria ser

I 3 . I 1. - .
e = =50 + 3Yi—1 — S+ 3ho(zi, yi), i =2,m;

Yo = Ya; (74)
71 v Yo obtenidas con otros esquemas: Euler, diferencias centradas, etc.




2. Consistencia del Método

El método de tercer orden desarrollado es consistente ya que, cuando el tamaifio de la discretizacién h tiende a
0, el error local de truncamiento (;(h%) = —©(h3)) también tiende a cero.

3. Convergencia del Método

Vamos a analizar el “Error Global de Truncamiento” o “Error Discretizacion” (€T), esto es la diferencia entre la
solucién analitica y la solucién aproximada que proporciona el algoritmo de tercer orden dado por (74).

Denotaremos por z; al error de truncamiento €7

como
el =z =ylx:) - (75)
Si se restan las expresiones (72) y (74) obtenemos
1 ~ .
Zip1 = 5%+ 3% - gziat 3h(p(wi, y(x:)) — (i, i) + 3hmi(h®), i=2,n. (76)

Dado que h > 0, si tomamos valores absolutos en los dos miembros, y tenemos en cuenta que la funcién ¢(x,y)
es lipschitziana en y (es decir se verifica (16)), resulta

3 1
|Zi+1‘ < (2 + 3hk‘> ‘Zl| + 3|Zi71| + §|21‘72‘ + 3h|7’,(h3)|7 = 2,’11. (77)

Denominemos 7(h?®) al mayor de los errores de truncamiento locales, esto es

7(h?) = max|;(h?)]|, i=2,n; (78)
y definamos los valores o y «; como

ap = max(|zol, |21], |22]) (79)
ait1 = (54 3hk)o; + 3hr(h%), i=2n

que verifica la siguiente desigualdad (se puede demostrar por induccién)
|Zi| Sai, i:2,n.

Por lo tanto la cota superior del error global de truncamiento vendra dada por

|ziv1] < (54 3hk)a; + 3hT(h?)

, 1 — (54 3hk)™!
< hk)i Tt h 3 81
< (54 3hk)*tag + 3 G 7(h®) (81)

< (5+ 3hk)"! (ao +7 fghkT(h?’))

que, en virtud de la desigualdad (21), podemos acotar como

) . 3h
. < i+1 p3hk(i+1)/5 3 - )
|zip1] <57 € ag + 4+3hkT(h )], i=2n

(82)

Obsérvese que, a diferencia de los métodos presentados anteriormente, ahora no puede asegurarse siempre que la
cota superior del error global de truncamiento tienda a cero cuando el tamano de la discretizacion h tiende a cero, ya
que la expresién (82) es equivalente a

3h
) < g5(@it1—w0)/h E3k(zit1—20)/5 3
|zit1] <5 e a0+4+3hk7—( )), i

en la que puede verse facilmente que el factor 5@i+1=%0)/" tiende a co cuando h — 0.

2,n, (83)

En conclusién, no puede garantizarse la convergencia de este método de tercer orden.



METODOS DE INTERVALO SIMPLE
1. Planteamiento general de los métodos de intervalo simple

El planteamiento consiste en desarrollar esquemas numéricos de la forma general
Y(@it1) = y(@i) + h®(xi, y(z:)) + b (84)
para resolver el problema de valores iniciales
y'(@) =¢(z,y), yla)=ys x€la] (85)
siendo ¢(x,y) una funcién acotada, continua en la variable x y lipschitziana en la variable y en el dominio [a, b].

El objetivo es obtener la funcién ®(z,y) de (84) de modo que el error local de truncamiento 7; dependa de h?
siendo el orden p > 1. Esto es, se trata de obtener la funcién ®(z,y) que proporcione el mayor orden de la funcién 7;

y(@it1) — y(z:)
h

T; —

- ‘I’(iﬂu y(xz)) (86)

Bésicamente existen dos familias de técnicas: las basadas en desarrollos en serie de Z

(»’Cz‘+1)h* y(z:)
de Runge-Kutta y sus derivados.

, v los métodos

2. Métodos basados en desarrollos en serie

Considérese el desarrollo en serie

2
y(xiv1) = y(x) + hy' () + %y”(a:i) +O(h?). (87)

Teniendo en cuenta el problema (85), se debe satisfacer

Y (x:) = @i, y(x:))

(88)
Y (@) = @i, y(2:) + oy (20, y(:)) (i, y(4)
En consecuencia, sustituyendo (88) en (87), se obtiene que
y(Tit1) — yla; h
P Z I o)) + 8 (o u(e) + oo y(0) (s (@) + O(A). (59)
Por lo tanto, si se elige la funcién ®(x,y) como
h / /
D(x,y) = oz, y) + 5 (¢ (@, 9) + ¢, (z,9) p(,y)) , (90)

2
el método que resulta es de segundo orden y 7; = 7;(h?).

Este método tiene la desventaja de que deben calcularse las derivadas parciales de ¢(z,y), y que las expresiones
para 6rdenes mayores que 2 son muy farragosas, por lo que resultan ser métodos poco practicos.



3. Métodos de Runge-Kutta

3.1. Definicién general de los métodos de Runge-Kutta

En general los métodos de Runge-Kutta se basan en establecer que la funcién ®(z,y) sea de la forma

D(x,y) = woko + wiks + ... + wpkn (91)
donde los coeficientes vienen dados por
ko = p(z,y)
k1 = p(z + 01h,y + (wi0ko)h)
ko = p(x + O2h,y + (w20ko + wa1k1)h) (92)

k’ﬂ = 30(3? + th, ) + (WnOkO +...+ wn,n—lkn—l)h)

cumpliéndose las condiciones siguientes

k—1
Zwkj:0k7 k=1,...,n;
=0 (93)

- 1
Zujk(ﬂk)mzi, m=0,...,my,.
k=0 m+1

de modo que el error de truncamiento del algoritmo sea del mayor orden posible y/o generalmente elegido a priori.

La justificacién de estos métodos se basa en que si se conoce el valor de la aproximacién en un punto z; (y(z;)),
puede obtenerse de un modo general el valor de la aproximacién en un punto ;41 (y(x;+1)), planteando la integracién
directa de la ecuacién diferencial ordinaria dada en (85). Asi,

W) = yloct W) =yl + [ oyl (94)
efectuando ahora el cambio de variable
x = x; + 0h, dx = hdf (95)
resulta 1
y(@ip1) = y(z;) + h/ o(xz; + 60h,y(z; + 6h)) db. (96)
0

Comparando esta expresién con la forma general de los métodos de intervalo simple establecida en (84), obtenemos
una posible funcién ®(x,y)

1
Bas,(wi)) + 7 = [ (o + 0h i + 61) d, (97)
0
en la que la integral definida podemos evaluarla mediante una cuadratura numeérica, esto es
1 n
S(zi,y(z:)) + 70 = / p(z; + 0h,y(z; + 0h)) do ~ ijkj (98)
0 =0
donde

kj = p(zi + Oph, y(zi + Oxh)) (99)

Usualmente se adopta 6y = 0, por lo que los valores de kg, k1,... vendrian dados por

ko = (i, y(z:))
k1 = p(x; + 01h, y(x; + 01h)) (100)

en los que a su vez el término y(x; + 01h) se aproximaria por

correspondiente a la integracién mediante una cuadratura de 1 punto de

01
y(zs +01h) = y(x;) + h/ @(x; + 0h,y(z; + 6h)) db. (102)
0

Este mismo proceso operativo puede seguirse para obtener los valores de ko, k3, etc.



3.2. Métodos de Runge-Kutta de segundo orden

Sea la funcién ®(z,y) de la siguiente forma
®(z,y) = woko + w1k (103)
donde los coeficientes vienen dados por

ki = (x4 01h,y + (wioko)h)

El objetivo es obtener los valores de wq, wy, 01 y wig tales que el error de truncamiento 7; sea al menos de orden
2. El punto de partida lo constituye por tanto la funcién

G h})b —ylz) B(w,y). (105)

Desarrollemos en serie el primer sumando

HELEBIZIE) o)+ g (@) + a0 + O(8). (106)

Si ademds tenemos en cuenta que por (85) se verifica:

y =9
/! / /
Y’ = e+ O (107)
y" = Phe + 205, + 00, + 0upl, + ole),)”
y seguidamente desarrollamos en serie la funcién de dos variables ®(z,y), se obtiene

Q(z,y) = wop +wip(x + 01h,y + (wioko)h)

01W10]€0h2 7 (108)

oy | +0(h%)

(011h)? (wiokoh)®
=wop +wi |+ 91h<p; + W1okoh§0; + ol @gx + 21 ‘pgy +2 21

[Cuando no se ha considerado relevante, en las funciones se ha omitido intencionadamente la dependencia de las
variables para facilitar la notacidén y el sequimiento del desarrollo del método].

z+h) = y(x)
h

Si ahora se realiza la multiple sustitucién de (107) en (106), y el resultado de y( en la expresién

(105), y en ésta a su vez se sustituye el desarrollo (108), y se agrupan términos se obtiene

_ylz+h)—ylx)
h
= [1 — (wo +w1)lp

1 1
+h {80; <2 - 91w1> + o), (2 - Wlwl()>:| (109)

1 wib? 1 wbw 1 wiw? 1 1
2 " 1Y1 " 1V1%10 2 n 1%10 o ’1\2

+0(h?)

- @(I,y)

A la vista de esta expresién, se puede conseguir que el esquema de Runge-Kutta sea al menos de segundo orden,
sin mas que imponer que
wo + w1 = 1
1
b1 = 5 (110)

1
wiwio = 5

Dado que se tienen tres ecuaciones y cuatro incégnitas, las distintas elecciones de los parametros daran lugar a
distintos métodos de Runge-Kutta de segundo orden.

En determinados casos especiales, y segun la ecuacién diferencial de que se trate (y por tanto de cudl sea la
funcién ¢(z,y(x))) puede ocurrir que, verificdndose las condiciones dadas en (110), ademds el factor que multiplica a
h? en (109) sea nulo con lo que el método de Runge-Kutta serfa de tercer orden.



3.2.1. Método de Euler modificado

Es un método de Runge-Kutta de segundo orden con los coeficientes

1 1

wo = O7 w1 = 1, 91 = 5, wiog = 5 (111)
que desarrollado es
~ - h . h R
Yit1=Yithe <$z +tgo it 2@(%‘7%)) (112)

y que puede interpretarse como aplicar dos veces el método de Euler, esto es,

Yiv1/2 =Yi + %@ (i, Yi)

h (113)
Yitr=Yi+he (ﬂfi + §7§i+1/2)
3.2.2. Método de Heun
Es un método de Runge-Kutta de segundo orden con los coeficientes
T _1 (114)
w0_27 w1_23 1= ) Wlo—
que desarrollado es
N . h . - N
Yit1 = Yi + 5 {@(Ii,yi) +o(x; + h,yi + hﬁﬂ(xuyi))] : (115)
Este algoritmo, que puede aplicarse en dos pasos del siguiente modo
Yir1 = Ui + ho (zi,9:)
(116)

Yiv1 =Yi + % {QO(QH, Yi) + o(z; + h, @H)}

suscita una idea interesante y es que se puede obtener una “prediccion” del valor de la aproximacion en el punto x;11
con el calculo de ;11 y seguidamente “corregir” el valor obtenido con la férmula para ;1 1.

3.2.3. Método de Ralston

Es un método de Runge-Kutta de segundo orden con los coeficientes

2 3 3
. 117
1 37 1 4; 10 4 ( )

1
wo = §7
que puede aplicarse en dos pasos del siguiente modo

Yita/a = Ui + % o (i, i)
B 3h (118)
Yier =i+ 3 (@i, ¥i) + 20(xi + 7, Yitssa)

Es un método muy empleado que tiene la propiedad de minimizar la cota superior del error global de truncamiento.
3.3. Métodos de Runge-Kutta de orden superior

Los métodos de Runge-Kutta de orden superior a 2 se deducen de forma anédloga a como se ha expuesto en el
apartado anterior, y los principales métodos se exponen en el “formulario-resumen” de este tema.



