DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWART?Z

E?[XY] < E[X?E[X?]

Demostracion
Considérese la funcién Q(A\) = E[(X — AY)?]. Obviamente Q(X\) > 0, V.

Calculemos el minimo de Q(\)

dQ(A) _ d o d oo 21,21 _ 2
T_EE[(X AY) ]_ﬁE[X 2AXY + AV 7 = —2E[XY]| + 2AE[Y 7]
Igualando a 0,
E[XY] . ..
Ao = , que obviamente es un minimo
E[Y?]

El correspondiente valor de Q(\) para A = \, es

_ iy o BIXY] EPIXY] oo opoedy o BPIXY] | EPIXY]
Qo) = BIX?] = 250 EIXY] 4+ o BIY?) = BIXY) = 270 4+ = =
iy ERXY]
= E[X?] Z 20
Luego E%[XY] < E[X?]E[X?], c.q.d.
COROLARIO
Si pry = 1 0 pgy = —1, donde pyy es el coeficiente de correlacion entre las

variables aleatorias X e Y, existen dos constantes a y b tales que Y = a+b.X,
es decir, las dos variables son linealmente dependientes.

Demostracion

Como

XY
Py = COV—H, si pzy — 1 entonces COV?2 (XY] = 05%05
0x0y

Es decir, desarrollando la covarianza y las dos varianzas,
2 2 2
E[(X = mg)(Y —my)] = E[(X —mg) ]E[(Y — my)7]
Si hacemos ahora (X —my) =Ty (Y —my) = S podemos escribir

E?[TS] = E[T?E[S?). (1)



Esto implica, utilizando la misma notacién empleada en la demostracién de la desigualdad
de Cauchy-Schwartz que

Q\) = E[(T — A\S)?] = E[T?] — 2AE[TS] + A2E[S?] =0 (2)

Pero el discriminante de esta ecuaciéon de segundo orden en A es,
AE%TS) — AE[T?|E[S?] = 0

que es cero debido a (1). Luego la ecuacién (2) tiene una raiz real. Sea r esta raiz. Entonces
podemos escribir

Q(r) = B[(T —r8)*] =0
Pero para que esta esperanza matematica sea nula, ha de ser nula la variable aleatoria
sobre la que se aplica, ya que esta variable es siempre positiva. Es decir

X
(T—TS)2:0 = (T=r8)=0 = (X—mg)—r(Y—my)=0 = Y:7—%+my

con lo que queda demostrado que X e Y son linealmente dependientes.



