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c©Universitat Politècnica de Catalunya, Barcelona, España 2008

Resumen El diseño óptimo de estructuras ha estado

tradicionalmente orientado a la resolución de problemas

de optimización de formas y dimensiones. Sin embargo,

más recientemente ha surgido otra rama de investiga-

ción que propone modelos que proporcionan solucio-

nes estructurales óptimas y que no requieren la defini-

ción previa de la tipoloǵıa estructural: la optimización

topológica de estructuras. Estas formulaciones propor-

cionan tanto la tipoloǵıa estructural como la forma y

dimensiones óptimas. Las formulaciones más habituales

de estos planteamientos pretenden obtener una solución

que maximice la rigidez de la estructura dadas unas li-

mitaciones en la cantidad de material a utilizar. Estas

formulaciones han sido ampliamente analizadas y utili-

zadas en la práctica pero presentan inconvenientes muy

importantes tanto desde un punto de vista numérico co-

mo práctico. En este art́ıculo se propone una formula-

ción diferente a la de máxima rigidez para el problema

de optimización topológica de estructuras que minimiza

el peso e incorpora restricciones en tensión. Las venta-

jas de este tipo de planteamientos son muy importantes

dado que se minimiza el coste de la solución, que es la

situación más habitual en ingenieŕıa, y además se ga-

rantiza la validez estructural de la misma. Además esta

formulación permite evitar algunos de los problemas e

inestabilidades numéricas que presentan las formulacio-

nes de máxima rigidez. Finalmente, se resuelven algu-

nos ejemplos prácticos para comprobar la validez de los
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resultados y las ventajas que ofrece la formulación pro-

puesta.

A minimum weight formulation with stress cons-

traints in topology optimization of structures

Summary Optimum design of structures has been tra-

ditionally focused on the analysis of shape and dimen-

sions optimization problems. However, more recently a

new discipline has emerged: the topology optimization

of the structures. This discipline states innovative mo-

dels that allow to obtain optimal solutions without a

previous definition of the type of structure being con-

sidered. These formulations obtain the optimal topo-

logy and the optimal shape and size of the resulting

elements. The most usual formulations of the topology

optimization problem try to obtain the structure of ma-

ximum stiffness. These approaches maximize the stiff-

ness for a given amount of material to be used. The-

se formulations have been widely analyzed and applied

in engineering but they present considerable drawbacks

from a numerical and from a practical point of view. In

this paper the author propose a different formulation,

as an alternative to maximum stiffness approaches, that

minimizes the weight and includes stress constraints.

The advantages of this kind of formulations are crucial

since the cost of the structure is minimized, which is the

most frequent objective in engineering, and they gua-

rantee the structural feasibility since stresses are cons-

trained. In addition, this approach allows to avoid some

of the drawbacks and numerical instabilities related to

maximum stiffness approaches. Finally, some practical

examples have been solved in order to verify the vali-

dity of the results obtained and the advantages of the

proposed formulation.
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1. Introducción

El diseño óptimo de estructuras es una disciplina

que nace como la prolongación natural de los métodos

de análisis y cálculo estructural. Aśı, los planteamientos

de diseño óptimo surgen de la necesidad de proponer

técnicas objetivas que aborden la fase de concepción y

definición de la solución estructural y que por tanto no

se limiten a la realización de cálculos y comprobaciones

de la capacidad resistente.

Los primeros modelos de diseño óptimo de estructu-

ras aparecen a partir de los años 40 del siglo XX moti-

vados por el gran desarrollo de la industria aeronáutica

si bien ya Michell en 1904 [1] propuso técnicas anaĺıti-

cas para obtener las soluciones estructurales óptimas

para algunos problemas espećıficos. Sin embargo, esta

disciplina se estudió de forma más rigurosa en los años

60 con los trabajos de Schmit [2], que sienta las bases

de su análisis. A partir de estos primeros trabajos se

han propuesto numerosos modelos para el diseño ópti-

mo de estructuras hasta la actualidad. Aśı, aparecieron

los modelos de optimización de dimensiones y, poste-

riormente, los modelos de optimización de formas, am-

pliamente desarrollados y estudiados en la actualidad.

Más recientemente, se establece una nueva rama de

estudio en esta disciplina: la optimización topológica

de estructuras, a partir de los trabajos realizados por

Bendøe y Kikuchi en 1988 [3]. En esta disciplina se pre-

tende obtener la distribución de material más adecuada

que hay que disponer sobre un dominio predefinido para

soportar las cargas que se imponen. Aśı, estos modelos

pretenden obtener la solución estructural más adecua-

da sin necesidad de definir e imponer ni la tipoloǵıa
estructural ni la configuración de los elementos resis-

tentes (geometŕıa, dimensiones, sección,...). Se preten-

den generalizar, por tanto, los planteamientos teóricos

propuestos por Michell [1] en 1904 y desarrollar mode-

los numéricos que permitan obtener soluciones óptimas

a un mayor número de problemas en la práctica.

La optimización topológica de estructuras pretende

obtener la distribución de una cierta cantidad de ma-

terial sobre un dominio predefinido que proporciona la

estructura resistente más adecuada. De acuerdo con los

planteamientos originales del problema de optimización

topológica propuestos por Bendsøe [3,4,5,6,7], el obje-

tivo principal de estos modelos consiste en obtener dis-

tribuciones de material adecuadas indicando las partes

del dominio en las que debe o no debe existir material.

En consecuencia, el planteamiento original del proble-

ma da lugar a modelos de diseño óptimo con variables

de diseño binarias (material o vaćıo). En la práctica,

los modelos más habituales que se proponen para abor-

dar este problema plantean formulaciones en las que

se asume que las variables de diseño son continuas pa-

ra evitar el tratamiento de problemas de optimización

con variables discretas. Asimismo, se asume que el es-

tado material en cada elemento es uniforme en todos

sus puntos. Además, con estas condiciones se evita que

el problema esté mal puesto desde un punto de vista

teórico, tal y como ocurre si se analiza el estado ma-

terial en cada punto del dominio. Por lo tanto, en la

práctica se establece una variable de diseño por cada

elemento: la densidad relativa, que define el estado ma-

terial del mismo. La densidad relativa de cada elemento

puede tomar valores entre 0, que indica elemento vaćıo,

y 1, que indica elemento con material sólido.

Los modelos que utilizan variables de diseño conti-

nuas presentan dos inconvenientes fundamentales que

es necesario tener en cuenta. El primero de ellos consis-

te en la necesidad de establecer un modelo de análisis

que permita obtener el comportamiento estructural pa-

ra valores intermedios de las densidades relativas de los

elementos. Esta exigencia se ha resuelto en la práctica

mediante la definición de modelos de microestructura

resistente y la correspondiente homogeneización de las

propiedades [4,5,7,8,9,10,11,12,13] para su empleo en

modelos de cálculo de Elementos Finitos. El segundo

inconveniente consiste en la necesidad de proporcionar

distribuciones óptimas de material esencialmente bina-

rias a partir de un modelo con variables de diseño conti-

nuas. Este punto se ha tratado habitualmente mediante

el uso de funciones de penalización de las densidades

relativas intermedias, o bien a través del modelo de mi-

croestructura propuesto o bien mediante funciones ob-

jetivo convenientemente definidas para esta finalidad.

Las primeras formulaciones del problema de optimi-

zación topológica de estructuras plantean la obtención

de la distribución de una cierta cantidad de material

que maximiza la rigidez de la estructura resultante pa-

ra el conjunto de cargas aplicadas. Estas primeras for-

mulaciones del problema no corresponden con el tipo

de planteamientos que tradicionalmente se analizan en

diseño óptimo de estructuras ya que, desde un punto

de vista ingenieril y económico, se pretende minimizar

el coste o el peso de la estructura garantizando la ca-

pacidad estructural para soportar las cargas aplicadas.

Además, las formulaciones de máxima rigidez presentan

inestabilidades numéricas muy importantes como por

ejemplo la disposición de material en damero o chec-

kerboard [5,14]. Por otra parte, estas formulaciones de

máxima rigidez ofrecen ventajas computacionales muy

importantes que facilitan su uso en la práctica.

Sin embargo, más recientemente se han propues-

to formulaciones alternativas a esta de máxima rigi-

dez que abordan los planteamientos más habituales en

ingenieŕıa (mı́nimo peso con restricciones en rigidez y
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mı́nimo peso con restricciones en tensión y/o en despla-

zamientos entre otros) [15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,

25,26,27,28,29,30]. En este art́ıculo se propone y ana-

liza una formulación que pretende obtener la solución

estructural de mı́nimo peso teniendo en cuenta restric-

ciones en tensión. Esta formulación presenta numerosas

ventajas frente a las formulaciones de máxima rigidez

dado que se evitan los inconvenientes más relevantes de

estas formulaciones. Aśı, se evitan disposiciones de ma-

terial en damero al imponer las restricciones en tensión

y se aborda el problema tradicionalmente analizado en

diseño óptimo de estructuras. Además, el uso de restric-

ciones en tensión/desplazamientos garantiza la validez

estructural de la solución óptima para las cargas y ac-

ciones externas que se aplican.

El modelo de diseño que se propone en este trabajo

utiliza como variables de diseño: las densidades relati-

vas de cada elemento de la malla de Elementos Finitos

con la que se resuelve el cálculo estructural. La función

objetivo utilizada está basada en el peso de la estruc-

tura e incorpora una penalización sobre los valores in-

termedios de las densidades relativas para favorecer la

obtención de soluciones óptimas con distribuciones de

material esencialmente binarias. Las restricciones que

se imponen son condiciones en tensión que comparan y

limitan el valor de una cierta tensión de referencia, en

la práctica la tensión de Von Mises, a la máxima ten-

sión admisible de fallo del material. Para imponer estas

restricciones en tensión se plantean tres formulaciones

diferentes que presentan ventajas tanto desde un punto

de vista computacional como desde un punto de vista

teórico y numérico.

El art́ıculo está estructurado en 8 apartados. En es-

te primer apartado de introducción se presenta el pro-

blema de optimización topológica, que se desarrolla de

forma más espećıfica en los siguientes apartados. Aśı,

en el apartado 2 se presenta el modelo de diseño ópti-

mo haciendo especial hincapié en el planteamiento de la

función objetivo y de las restricciones del problema. El

apartado 3 está destinado a abordar y analizar el mo-

delo de cálculo de estructuras utilizado para obtener

el comportamiento estructural de los diseños propues-

tos. Una vez planteado el problema de diseño óptimo

y el modelo de cálculo, en el apartado 4 se presenta

el algoritmo de optimización utilizado para obtener la

solución óptima. Los algoritmos de optimización pro-

puestos requieren el cálculo de derivadas de primer y

segundo orden de la función objetivo y las restriccio-

nes. Los algoritmos desarrollados para calcular estas

derivadas se analizan en el apartado 5. El apartado 6

se dedica a establecer las técnicas de cálculo en paralelo

que se pueden utilizar para reducir el tiempo de cálcu-

lo necesario para resolver el problema de optimización

propuesto. Finalmente, en los apartados 7 y 8 se presen-

tan algunos ejemplos de aplicación de los problemas de

optimización planteados y se indican las conclusiones

más importantes sobre este trabajo, respectivamente.

2. Formulación del problema de optimización

topológica de estructuras

Tal y como se ha comentado en el apartado de in-

troducción, el modelo que se propone en este trabajo

para el problema de optimización topológica de estruc-

turas se basa en un planteamiento que minimiza el peso

y está sujeto a restricciones en tensión. Las variables de

diseño de este problema indican la densidad relativa de

cada uno de los elementos de la malla, en los cuales se

asume que esta propiedad es uniforme.

Aśı, se puede plantear el problema de optimización

topológica de estructuras de forma general como:

hallar ρρρ = {ρi}, i = 1, . . . , n

que minimice F (ρρρ)

verificando gj
(
rrroj , ρρρ

)
≤ 0, j = 1, . . . ,m,

ρmin ≤ ρi ≤ ρmax, i = 1, . . . , n.

(1)

donde ρρρ = {ρi} es el vector de variables de diseño, F (ρρρ)

es la función objetivo a minimizar, gj son las restriccio-

nes en desigualdad del problema, n es el número de

variables de diseño del problema y m es el número de

restricciones de desigualdad. Los ĺımites laterales de las

variables de diseño se definen como ρmin y ρmax para el

valor inferior y superior, respectivamente. Para el pro-

blema que se plantea las restricciones laterales toman el

valor ρmax = 1 (material sólido) para el ĺımite superior

y un valor inferior ρmin ligeramente superior a 0 para

evitar que la matriz de rigidez de la estructura sea sin-

gular. El valor habitualmente utilizado en la práctica

es ρmin = 0.001 [3,5].

Los aspectos fundamentales del planteamiento del

problema de optimización propuesto en (1) residen en

la definición de la función objetivo a minimizar y de las

restricciones que se imponen. De estos aspectos depen-

de el tipo de problema de optimización que se obtiene

aśı como las técnicas que es necesario utilizar para resol-

verlo. Por lo tanto, procedemos a desarrollar y analizar

la función objetivo propuesta en (1) y, posteriormente,

al estudio de las restricciones en tensión.



4 J. Paŕıs, S. Mart́ınez, X. Nogueira, I. Colominas, F. Navarrina, M. Casteleiro

2.1. Planteamiento de la función objetivo

La función objetivo de la formulación que se propo-

ne en este trabajo se basa en la minimización del peso

de la estructura, es decir:

F =

Ne∑
e=1

∫
Ωe

ρe γmat dΩe (2)

siendo Ne el número de elementos de la malla de Ele-

mentos Finitos, Ωe el dominio del elemento e, ρe la

densidad relativa asociada al elemento e y γmat el peso

espećıfico del material utilizado.

Sin embargo, como ya se ha comentado en el apar-

tado de introducción, es muy habitual incluir factores

de penalización en la formulación para evitar disposi-

ciones de material con un número elevado de zonas con

densidades relativas intermedias. En este trabajo se in-

corpora una penalización de las densidades intermedias

en la función objetivo dado que se considera que la ob-

tención de distribuciones esencialmente binarias debe

formar parte de la función objetivo del problema. Este

planteamiento no es el habitual en otros trabajos sobre

optimización topológica en los que la penalización de

las densidades intermedias se incorpora en el modelo

de microestructura que se utiliza. Estos planteamientos

se explicarán en detalle más adelante en este art́ıcu-

lo cuando se presente el modelo cálculo de estructuras

por Elementos Finitos. Por lo tanto, para incorporar es-

ta penalización de las densidades intermedias se plantea

una función objetivo modificada, a partir de la propues-

ta en (2), como:

Fp =

Ne∑
e=1

∫
Ωe

(ρe)
1/p γmat dΩe (3)

donde p es el factor de penalización de densidades in-

termedias. Este factor introduce una penalización en la

función para las densidades intermedias cuando p > 1.

Si, por el contrario, p < 1 se favorece la aparición de

material con densidades intermedias. En el caso de que

p = 1 se obtendrá la función objetivo inicial propuesta

(2) sin penalización alguna [24,31,32,33,34].

El efecto de este parámetro de penalización p sobre

la función objetivo puede observarse fácilmente en la

figura 1.

Además, si la solución óptima presenta una distri-

bución de material fundamentalmente binaria (0 − 1)

la función de mı́nimo coste coincide con la función de

mı́nimo peso dado que la penalización se establece pa-

ra las zonas con densidades relativas intermedias. Por

lo tanto, la formulación de mı́nimo coste representa,

Figura 1. Exponente de la función objetivo para dis-
tintos valores de penalización.

si la solución final es binaria, el peso de la estructura

y además impone penalización para los elementos con

densidad relativa intermedia.

Este planteamiento de la función objetivo es el que

se utiliza habitualmente en la práctica para el proble-

ma que se plantea en este art́ıculo. Sin embargo, en

algunas aplicaciones es posible que no se alcancen solu-

ciones esencialmente binarias debido a las restricciones

en tensión que se imponen en el modelo. Este fenómeno

es fácilmente explicable si se analiza la función objetivo

conjuntamente con las restricciones en tensión. Aśı, las

derivadas de la función objetivo Fp propuesta en (3)

con respecto a cada una de las variables de diseño son

siempre positivas, lo que indica que una reducción de la

función objetivo requiere necesariamente que se reduz-

ca el valor de la variable de diseño con respecto a la que

se deriva. Si además se tiene en cuenta que las restric-

ciones en tensión limitan inferiormente los valores de

las densidades relativas para evitar que se incumplan

las restricciones, se puede observar fácilmente que las

soluciones binarias pueden no alcanzarse en la práctica.

Esta afirmación se puede observar fácilmente en la figu-

ra 2, donde se analiza el efecto sobre una única variable

de diseño.

En consecuencia, en algunas aplicaciones prácticas

es posible que no se obtengan soluciones con la función

objetivo propuesta en (3). En estos casos, se puede for-

zar una solución binaria usando una función objetivo

distinta destinada a este fin. Para ello se propone la

función objetivo:

Fb(ρρρ) =

Ne∑
e=1

∫
Ωe

Ψb(ρe) γmatdΩ, (4)

donde
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Figura 2. Ejemplo de solución óptima para distintos
valores de penalización p cuando se consideran restric-
ciones en tensión.

Ψb(ρe) = ρ
1

(1+β)2

e + β exp−βρe sin(πρe), (5)

siendo β un parámetro que toma valores en el intervalo

[0.260, 7.404]. Valores de β que no pertenezcan al inter-

valo no conducen necesariamente a soluciones binarias

dado que Ψ ′b(ρe)|ρe=1 > 0 ∀e = 1, ...Ne.

En la figura 3 se muestran los valores del integrando

Ψb(ρe) de la función objetivo propuesta en (4) para dis-

tintos valores del parámetro β y de la densidad relativa

ρe

Figura 3. Integrando de la función objetivo (Ψb(ρe))
(4) para distintos valores de penalización.

Esta modificación introduce cambios muy agresivos

en los planteamientos de mı́nimo peso ya que las fun-

ciones resultantes presentan derivadas con respecto a

las variables de diseño negativas para ρe = 1. Por este

motivo, las formulaciones resultantes no se comportan

como formulaciones de mı́nimo peso sino que su ob-

jetivo es proporcionar soluciones binarias teniendo en

cuenta el peso de la estructura. Es decir, las soluciones

obtenidas no corresponderán a soluciones de mı́nimo

peso (desde un punto de vista continuo de las variables

de diseño) pero presentarán distribuciones de material

binarias, lo que facilita en gran medida la utilización en

la práctica de los diseños logrados. Para ello será nece-

sario incrementar los valores de β de forma progresiva

a lo largo del proceso de optimización hasta el ĺımite

superior del intervalo recomendado.

Por el contrario, estos planteamientos también in-

troducen mı́nimos locales y otros efectos no deseados.

Por este motivo, la utilización de esta función objeti-

vo se plantea como una segunda fase en el proceso de

optimización que se utilizará sólo en aquellos casos en

los que las soluciones obtenidas con la función objetivo

propuesta en (3) no sean satisfactorias. Aśı, una vez al-

canzada la solución óptima de mı́nimo peso utilizando

la función objetivo propuesta en (3) se puede plantear

una segunda fase del proceso en la que se busquen las

soluciones binarias utilizando la función objetivo modi-

ficada propuesta en (4). Algunos ejemplos de aplicación

práctica de este tipo de formulaciones pueden encon-

trarse en [35].

Una vez planteadas y analizadas las diferentes for-

mulaciones de la función objetivo que se han planteado

para el problema de optimización topológica de estruc-

turas propuesto se analizan las distintas alternativas

para incorporar restricciones en tensión.

2.2. Planteamiento de las restricciones en tensión

La aplicación de restricciones en tensión es el plan-

teamiento más habitual en otras disciplinas del diseño

óptimo de estructuras como la optimización de formas

y la optimización de dimensiones. Sin embargo, en opti-

mización topológica de estructuras el objetivo más ha-

bitual es, como ya se ha comentado, la maximización de

la rigidez fijado un volumen de material a emplear [3,5,

8,10]. También hay que destacar algunas contribuciones

que minimizan el peso y establecen como restricción un

valor mı́nimo de rigidez para la estructura (por ejem-

plo, Liang, et al. [36]). En otras aplicaciones la función

objetivo consiste en minimizar las tensiones dada una

cantidad de material a emplear (Allaire, et al. [15]).

En este trabajo se pretende abordar esta problemáti-

ca desde el mismo punto de vista que en el resto de dis-

ciplinas de la optimización de estructuras minimizando

el coste y estableciendo restricciones de tipo tensional.

Con esta finalidad se han desarrollado tres formulacio-

nes diferentes de las restricciones: una formulación lo-
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cal, una formulación global y una formulación agregada

por bloques.

2.3. Restricciones en tensión de tipo local

Generalmente, la forma más habitual de establecer

restricciones en tensión consiste en definirlas en unos

puntos predefinidos del dominio de la estructura desde

un punto de vista local. En el caso de la optimización

topológica de estructuras lo más habitual es introducir

restricciones en tensión en el punto central de cada ele-

mento finito [16,18,21,22,24,25,29,30,31,32,33,34,37].

Para ello, es habitual utilizar un criterio de rotura pa-

ra plantear las restricciones en tensión. De este modo

se pueden plantear las restricciones de tensión en cada

punto como:

ge,1(ρρρ) = σ̂(σσσh(rrroe, ρρρ))− σ̂max ≤ 0,

ge,2(ρρρ) = σ̂min − σ̂(σσσh(rrroe, ρρρ)) ≤ 0,
(6)

donde σ̂(σσσh) es la tensión de comparación empleada,

σσσh representa el tensor de tensiones calculado, rrroe es el

punto de aplicación de la restricción en tensión y ρρρ es

el vector de variables de diseño.

Si el material que se utiliza presenta un comporta-

miento análogo a tracción que a compresión, como por

ejemplo el acero o el aluminio, el criterio de rotura más

habitual es el de Von Mises. En este caso, las dos res-

tricciones en tensión propuestas en (6) se reducen a una

única restricción:

ge(ρρρ) = σ̂VM,e(σσσ
h(rrroe, ρρρ))− σ̂max ≤ 0, (7)

siendo σ̂VM(σσσh(rrroe, ρρρ)) la tensión de comparación de Von

Mises obtenida a partir del tensor de tensiones calcula-

do (σσσh(rrroe, ρρρ)) y σ̂max el valor máximo de la tensión de

comparación.

En este trabajo se ha utilizado este criterio de com-

paración para imponer restricciones en tensión dado

que algunos de los materiales utilizados habitualmen-

te en ingenieŕıa estructural se rigen por esta tensión

de referencia. Además, este mismo método ha sido uti-

lizado en otros trabajos sobre optimización topológica

de estructuras por autores como Burger y Stainko [16],

Duysinx y Bendsøe [21], Duysinx y Sigmund [22] o Pe-

reira et al. [25]. Otros criterios de rotura similares y

aplicables a diferentes tipos de materiales pueden en-

contrarse por ejemplo en [20].

Las formulaciones de las restricciones en tensión pro-

puestas en (6) y (7) están sujetas a fenómenos de sin-

gularidad debido al carácter discontinuo de la tensión

cuando la densidad relativa del material ρe tiende a ce-

ro. A medida que el proceso de optimización reduce el

valor de la variable de diseño ρe el valor que toma la

restricción del elemento en el que se está reduciendo la

densidad relativa va cambiando. Sin embargo, cuando

la densidad relativa de este elemento se aproxima a ce-

ro es posible que la tensión a la que está sometido el

punto central del mismo se incremente hasta llegar a

incumplirse la restricción en tensión. Sin embargo, si se

elimina por completo el material (ρe = 0) la restricción

en tensión desaparece. En consecuencia, los algoritmos

de optimización son en este caso incapaces de eliminar

los elementos que presentan restricciones en tensión lle-

vando al mı́nimo el valor de su densidad relativa aunque

las soluciones óptimas aśı lo requieran. Algunos de es-

tos fenómenos de singularidad aparecen reflejados en

los trabajos de Cheng y Jiang [18], Cheng y Guo [19] y

Duysinx y Bendsøe [21], aśı como algunas de las posi-

bles soluciones utilizadas para evitar este problema.

En este trabajo se propone una relajación de la for-

mulación de las restricciones basada en los trabajos de

Cheng y Guo [19] y de Duysinx y Bendsøe [21] que

consiste en la incorporación de un nuevo término que

modifica el valor máximo de la tensión de rotura en

función de la densidad relativa del elemento en el que

se aplica la restricción. Aśı, la imposición de las restric-

ciones en tensión incorporando este factor de relajación

se puede escribir como:

ge =
(
σ̂VM,e

(
σσσhe (ρρρ)

)
− σ̂max ϕe

)
≤ 0, (8)

donde ϕe es el factor de relajación que se calcula como:

ϕe = 1− ε+
ε

ρe
, (9)

siendo ε el parámetro de relajación de la formulación

(figura 4) y ρe la densidad relativa del elemento e en

el que se impone la restricción. El parámetro ε toma

valores próximos a cero (ε ∈ (0.001, 0.1)) para evitar

una excesiva relajación de las restricciones.

Además, este planteamiento de las restricciones en

tensión se puede modificar para que tenga en cuenta el

uso de tensiones reales o efectivas. Para ello se define

una formulación alternativa a la propuesta en (8) como:

ge =
(
σ̂VM,e

(
σσσhe (ρρρ)

)
− σ̂max ϕe

)
ρ qe ≤ 0, (10)

donde el exponente q es un parámetro que toma los va-

lores q = 0 cuando se impone la restricción en tensiones

reales o q = 1 cuando se aplique la restricción en ten-

siones efectivas. Las ventajas e inconvenientes de estos
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Figura 4. Factor de relajación para diferentes valores
de ε.

planteamientos se han estudiado con detalle en [24,31,

32].

La ventaja más importante de los planteamientos lo-

cales de las restricciones es su robustez. Algunos ejem-

plos de aplicación se han analizado con esta formulación

obteniendo resultados satisfactorios. Además, con esta

formulación se garantiza en mayor medida la validez de

la solución estructural ya que se comprueba el estado

tensional en el punto central de cada elemento de la

estructura.

Sin embargo, la fiabilidad de la formulación pro-

puesta y de los resultados obtenidos tiene como contra-

partida el elevado coste computacional que se requiere

para resolver los problemas de optimización resultan-

tes. Los problemas de optimización topológica de es-

tructuras utilizan en la práctica un número elevado de

variables de diseño, normalmente tantas como elemen-

tos. Por otra parte, la formulación local del problema

también obliga a imponer un número elevado de res-

tricciones altamente no lineales en nuestro modelo. En

consecuencia, los algoritmos de optimización desarro-

llados requieren un tiempo de cálculo muy elevado en

la práctica. Por este motivo se plantean dos formulacio-

nes adicionales para las restricciones en tensión con la

finalidad de reducir las necesidades computaciones del

problema de diseño óptimo: una formulación global y

una formulación agregada por bloques de las restriccio-

nes.

2.4. Restricciones en tensión de tipo global

Tal y como se ha comentado en el apartado anterior

la formulación local de las restricciones en tensión re-

quiere unas necesidades computacionales muy elevadas,

motivo por el que se han propuesto nuevas formulacio-

nes de las restricciones. La metodoloǵıa más habitual

para conseguir este tipo de planteamientos que requie-

ren un menor coste computacional consiste en estable-

cer una función que aproxime el comportamiento de to-

das las restricciones locales en una única restricción que

recibe, en la terminoloǵıa de optimización, el nombre de

función global o restricción global. Esta función global

presenta ventajas computacionales muy claras ya que

se reduce considerablemente el número de restricciones

del modelo pero, por el contrario, no garantiza de forma

estricta el cumplimiento de las tensiones desde un pun-

to de vista local, de modo que es posible que algunas

tensiones locales excedan su valor máximo permitido.

A pesar de esto, la formulación global de las restriccio-

nes actúa evitando que la violación de las restricciones

locales sea excesivamente elevada de modo que las ten-

siones a nivel local satisfagan de forma aproximada el

máximo valor permitido.

Como es obvio, la elección de esta función global es

uno de los puntos claves para el buen comportamiento

de la formulación. En este trabajo se propone la utiliza-

ción de la función global de Kreisselmeier-Steinhauser

como función de agregación de las restricciones locales.

Esta función presenta un comportamiento logaŕıtmico-

exponencial y ha sido aplicada con éxito en otras disci-

plinas de la optimización de estructuras [38,39,40]. De

acuerdo con este planteamiento se puede establecer una

restricción global de tensiones como:

GKS =
1

µ
ln

 m∑
j=1

exp µ gj

 − 1

µ
ln(m) ≤ 0, (11)

donde m es el número de restricciones locales de de-

sigualdad consideradas, gj es el valor que toma la res-

tricción local del elemento j y µ es el factor o parámetro

de agregación.

Para el problema de optimización topológica que se

plantea la formulación propuesta en (11) puede particu-

larizarse de modo que se eviten por ejemplo fenómenos

de escala con las unidades de medida de las restriccio-

nes aśı como incorporar factores de relajación para evi-

tar los fenómenos de singularidad de las tensiones. Aśı,

la formulación global propuesta en (11) se reescribiŕıa

ahora como:

GKS =
1

µ

[
ln

(
Ne∑
e=1

exp µ(σ̂∗e − 1)

)
− ln(Ne)

]
≤ 0

(12)

donde
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σ̂∗e =
σ̂(σσσhe )

σ̂max ϕe
, (13)

siendo σσσhe la aproximación calculada del tensor de ten-

siones del material en el punto central del elemento e,

σmax la tensión máxima admisible y ϕe el coeficiente

de relajación de las tensiones propuesto en (9).

El parámetro µ debe tomar el mayor valor posible

dado que de esta forma la formulación global represen-

tará más fielmente el comportamiento de la formulación

con restricciones locales. De hecho en el ĺımite la res-

tricción global propuesta en (11) queda como,

ĺım
µ→∞

GKS = máx
{
gj

}
j=1,...,m

≤ 0. (14)

Sin embargo, valores muy elevados de este paráme-

tro generan una función muy no-lineal y dif́ıcil de resol-

ver con los métodos numéricos habituales. En la prácti-

ca se recomienda utilizar valores del parámetro de agre-

gación en el intervalo µ ∈ [20, 40]. En [31] se puede

encontrar un estudio detallado de los valores más ade-

cuados para el parámetro de agregación.

La formulación global propuesta en (12) consigue

reducir enormemente las necesidades computacionales

del problema de optimización topológica. Sin embar-

go, cuando el número de elementos y de restricciones

locales es muy elevado la formulación global aglutina

en una única función la información que proporcionan

un número elevado de contribuciones locales. Por es-

te motivo, cuando el número de elementos aumenta de

forma importante, el cumplimiento aproximado de las

restricciones desde un punto de vista local no se pue-
de garantizar. Además, el agrupamiento de un núme-

ro elevado de restricciones provoca que los algoritmos

de optimización requieran de un número de iteraciones

mucho mayor que para la formulación local dado que

el efecto de agrupar restricciones hace que el algoritmo

no disponga del mismo nivel de información que en la

formulación local. En algunos casos, la agrupación de

un número muy elevado de restricciones locales provo-

ca que los óptimos obtenidos no sean adecuados. Por

este motivo, se plantea una tercera formulación de las

restricciones del problema: la formulación agregada por

bloques.

2.5. Reducción por bloques de restricciones de tipo

local

La formulación global puede presentar algunos in-

convenientes cuando el número de restricciones aumen-

ta de forma muy importante. Para evitar este efecto, se

Figura 5. Definición de un bloque de elementos de la
malla

plantea una formulación por grupos o bloques de ele-

mentos. La idea principal de esta formulación consiste

en agrupar los elementos en un número definido de blo-

ques e imponer para cada bloque una restricción global

similar a la propuesta en (12). En la figura 5 se pue-

de observar la composición de un bloque de elementos

sobre el que se impondrá una función global de restric-

ciones.

Con esta formulación el número de restricciones to-

tales de cada problema es igual al número de bloques

en que dividamos la malla de elementos finitos. Es ob-

vio que este modelo incluye también a las formulaciones

presentadas en los apartados 2.3 y 2.4 si se define un

número de bloques adecuado. En el caso de la formu-

lación con restricciones locales propuesta en el apar-

tado 2.3 bastará con tomar tantos bloques como ele-

mentos tenga la malla. Si, por el contrario, definimos

un único bloque con todos los elementos de la malla

estaremos utilizando la formulación global de las res-

tricciones propuesta en el apartado 2.4. Por lo tanto,

un mayor número de bloques proporcionará soluciones

mejores dado que el control sobre las tensiones es más

estricto. Una vez fijado el número de bloques a utilizar

en el problema, el número de elementos de la malla se

distribuye de forma homogénea de modo que el núme-

ro de elementos por bloque sea, aproximadamente, el

mismo para todos.

Esta formulación de las restricciones en tensión por

bloques presenta las ventajas que ofrece la formulación

local porque establece un control más efectivo sobre las

restricciones en tensión. Por otra parte, debido al menor

número de restricciones, también se consiguen reducir
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considerablemente las necesidades computacionales del

problema de optimización, sobre todo en tiempo de eje-

cución.

Cada restricción agrupada por bloques se puede, por

tanto, escribir como:

GKS,b =
1

µ

[
ln

(∑
e∈Bb

exp µ(σ̂∗e − 1)

)
− ln(N b

e )

]
≤ 0

(15)

siendo Bb el conjunto de elementos de la malla que per-

tenecen al bloque b, N b
e el número de elementos de la

malla que pertenecen al bloque b y µ el parámetro de

agregación propuesto en (11) y (12).

Uno de los puntos claves de este planteamiento de

las restricciones radica en el modo de definir la dis-

tribución y configuración de los bloques de elementos.

Parece razonable suponer que la forma de generación

de los bloques de elementos a partir de la malla ori-

ginal es un condicionante muy importante a tener en

cuenta en esta formulación dado que afecta a las fun-

ciones globales y, en consecuencia, a las restricciones en

tensión que definen. Esta distribución de los bloques,

o lo que es lo mismo, la configuración de los elemen-

tos de cada bloque, puede realizarse de muy diversas

formas: criterios de proximidad (por ejemplo, en la fi-

gura 5), geométricos (forma del bloque) o incluso de

aleatoriedad (seleccionando los elementos de cada blo-

que de forma aleatoria). En este trabajo se ha utilizado

una metodoloǵıa para definir los bloques de elementos

basada en la numeración de los elementos de la malla

utilizada, de modo que los elementos de cada bloque se

eligen de forma consecutiva siguiendo el orden numéri-

co establecido para realizar el cálculo estructural. Es-

ta técnica genera bloques con formas alargadas para

las aplicaciones prácticas en optimización topológica.

A pesar de esto, este método proporciona soluciones al-

tamente satisfactorias ya que se ha comprobado en la

práctica que la distribución de los bloques no supone

un condicionante importante para el diseño final de la

estructura. De hecho, en ningún ejemplo de los que se

han estudiado se ha detectado una incidencia percep-

tible de la distribución de los bloques en las soluciones

óptimas obtenidas.

3. Cálculo de estructuras mediante el Método

de los Elementos Finitos

Una vez planteado el problema de optimización es

necesario desarrollar los puntos más importantes de la

formulación. En primer lugar, será necesario realizar el

cálculo de estructuras porque a partir de él se desarro-

llarán todas las fases posteriores del proceso de optimi-

zación.

El problema de optimización topológica de estruc-

turas continuas que se propone requiere un método fia-

ble de cálculo de estructuras para obtener el compor-

tamiento resistente de las distintas soluciones plantea-

das durante todo el proceso de diseño. Esta técnica de

cálculo debe, además, permitir la incorporación de las

variables de diseño, las densidades relativas, en su for-

mulación.

Una formulación del Método de los Elementos Fini-

tos será el modelo de cálculo del comportamiento re-

sistente utilizado en este caso. El problema se estu-

diará bajo las hipótesis de elasticidad lineal, pequeños

desplazamientos y pequeños gradientes de desplazamien-

tos. Además, esta formulación nos permitirá obtener,

además de la respuesta estructural, información acerca

de otros aspectos vitales para el problema de optimiza-

ción tales como el peso de la estructura, el valor de las

restricciones e incluso el análisis de sensibilidad.

El modelo de cálculo que se propone parte de un

planteamiento estándar del método [24,41,42,43] sobre

el que se aplican las modificaciones necesarias para in-

corporar el efecto de las variables de diseño del proble-

ma de optimización.

A continuación se propone un desarrollo general del

análisis estructural sin considerar el efecto de la densi-

dad relativa y el modelo propuesto para este problema

de optimización con la finalidad de comparar ambas

formulaciones y establecer las modificaciones que es ne-

cesario incorporar en una formulación convencional del

problema.

3.1. Planteamiento del problema estructural

SeaΩo un dominio del espacio material que está ocu-

pado por un cuerpo que, bajo la acción de cargas ex-

teriores aplicadas, se deformará ocupando un dominio

Ω diferente. Entonces, cualquier punto P o del dominio

Ωo pasará a ocupar un punto P del dominio Ω una vez

que se ha deformado el cuerpo. Si definimos como rrro y

rrr a los vectores de posición de P o y P podemos calcular

los desplazamientos de cada punto según:

uuu(rrro) = rrr(rrro)− rrro. (16)

Una vez conocidos estos desplazamientos podemos

obtener las deformaciones εεε(rrro) y las tensiones σσσ(rrro) en

cada punto P o como:

εεε = Luuu, σσσ = Dεεε (17)
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donde L es la matriz de deformación-desplazamientos

y D es la matriz constitutiva del material. Los vectores

εεε y σσσ son los vectores de deformaciones y de tensiones

respectivamente para cada punto (Hughes [41]).

Para unas cargas externas aplicadas por unidad de

volumen bbb(rrro) sobre el cuerpo en el dominio Ωo y unas

cargas por unidad de superficie ttt(rrro) en el contorno Γ oσ
el análisis estructural consiste en

Hallar uuu ∈ Hu (18a)

tal que a(www,uuu) =(www,bbb)Ωo + (www,ttt)Γ oσ ∀www ∈ Hw

(18b)

siendo a(www,uuu) =

∫∫∫
Ωo

(Lwww)TD(Luuu)dΩ, (18c)

(www,bbb)Ωo=

∫∫∫
Ωo
wwwTbbbdΩ, (18d)

(www,ttt)Γ oσ =

∫∫
Γ oσ

wwwT tttdΓ, (18e)

donde las funciones de prueba uuu y las funciones de test

www satisfacen las condiciones contorno esenciales (despla-

zamientos prescritos) y las correspondientes condiciones

de contorno homogéneas, respectivamente (Navarrina,

et al. [24]).

3.2. Modelo numérico de Elementos Finitos

La resolución anaĺıtica del problema estructural plan-

teado anteriormente no es en general posible, lo que nos

obliga a aproximar la solución exacta a través de una

discretización finita del dominio. Para ello será nece-

sario remplazar los espacios continuos de las funciones

Hu y Hw por los correspondientes espacios discretiza-

dos Hh
u y Hh

w y por las respectivas funciones de prueba

uuuh y de testwwwh de los mismos. Sean, por tanto, {Φi(rrro)}
y {wj(rrro)} unas bases convenientemente elegidas de las

funciones de prueba y de test en los correspondientes

subespacios Hh
u y Hh

w, que verifican las condiciones de

contorno homogéneas del problema. La solución apro-

ximada del problema estructural (18) se puede plantear

como

uuuh(rrro) =uuup(rrro) +

N∑
i=1

Φi(rrr
o)αααi, (19a)

wwwh(rrro)=

N∑
j=1

W j(rrr
o)βββj , (19b)

siendo

Φi(rrr
o) = φi(rrr

o)I3, W j(rrr
o) = wj(rrr

o)I3, (20)

donde αααi|i=1,..., N es el vector de desplazamientos no-

dales para cada nodo i y uuuh(rrro) el vector de desplaza-

mientos de un punto de coordenadas rrro.

La discretización espacial del dominio se realiza de

modo que

Ωo =

Ne⋃
e=1

Ωe, Ωe1
⋂

Ωe2 = φ ∀ e1 6= e2 (21)

donde Ωe es el dominio ocupado por el elemento e y

Ne es el número de Elementos Finitos utilizados. Las

bases de funciones de prueba y de test se plantean ha-

bitualmente, en problemas de cálculo de estructuras,

mediante formulaciones isoparamétricas de tipo Galer-

kin, de modo que

wj(rrr
o) = φj(rrr

o). (22)

Consecuentemente el modelo de Elementos Finitos

con aproximación de tipo Galerkin consiste en:

Hallar α = {αααi} , i = 1, . . . , N (23a)

tal que

N∑
i=1

Kjiαααi = fff j , j = 1, . . . , N (23b)

siendo Kji = a(ΦΦΦj ,ΦΦΦi), (23c)

fff j = (ΦΦΦj , bbb)Ωo + (ΦΦΦj , ttt)Γ oσ − a(ΦΦΦj ,uuu
p). (23d)

donde los términos Kji y fj pueden obtenerse ensam-

blando las contribuciones elementales de cada elemento

como

Kji =

Ne∑
e=1

Ke
ji, fff j =

∫∫
Γ oσ

ΦΦΦTj tttdΓ +

Ne∑
e=1

fffej , (24)

siendo

Ke
ji =

∫∫∫
Ωe

(LΦΦΦj)
TD(LΦΦΦi)dΩ, (25a)

fffej =

∫∫∫
Ωe

(ΦΦΦTj bbb − (LΦΦΦj)
TD(Luuup))dΩ. (25b)

Una vez obtenida la solución al problema (23), se

puede calcular para cualquier punto rrro ∈ Ωo la apro-

ximación de los desplazamientos, deformaciones y ten-

siones de acuerdo con (17) y (19) como:

uuuh(rrro) = uuup(rrro) +

N∑
i=1

Φi(rrr
o)αααi, (26a)

εεεh(rrro) = Luuuh(rrro), (26b)

σσσh(rrro) = Dεεεh(rrro). (26c)
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3.3. Análisis estructural de material con densidad

relativa

Para realizar el análisis estructural incorporando la

densidad relativa de cada elemento seguiremos un es-

quema similar al planteado en el apartado anterior.

Partimos de un dominio Ωo que ahora estará ocupa-

do por un material poroso y definimos la variable de

diseño ρ(rrro) como la densidad relativa del material en

un punto P o de coordenadas rrro.

De acuerdo con (16), el análisis estructural preten-

derá obtener el campo de desplazamientos aśı como las

deformaciones y tensiones asociadas para una configu-

ración material dada.

Si definimos como dΩ el volumen ocupado por una

región diferencial de material entorno al punto P o, el

volumen de material sólido existente en esta región di-

ferencial es ρ(rrro) dΩ debido al efecto de la densidad re-

lativa. De este modo, el análisis realizado en (19) puede

reescribirse en la forma:

Dado ρ(Ωo) (27a)

hallar uuu ∈ Hu (27b)

tal que a(www,uuu) = (www,bbb)Ωo + (www,ttt)Γ oσ ∀www ∈ Hw

(27c)

siendo a(www,uuu) =

∫∫∫
Ωo

(Lwww)TD(Luuu)ρdΩ, (27d)

(www,bbb)Ωo=

∫∫∫
Ωo
wwwTbbbρdΩ, (27e)

(www,ttt)Γ oσ =

∫∫
Γ oσ

wwwT tttdΓ, (27f)

Como se puede observar, los cambios que se intro-

ducen en la formulación se reducen a tener en cuenta

el efecto de la porosidad en la integración de los térmi-

nos elementales correspondientes. Una vez calculadas

estas contribuciones elementales, las deformaciones y

tensiones se calculan del mismo modo que en (27). Sin

embargo, es importante destacar que el análisis anterior

carece de sentido f́ısico cuando la densidad relativa es

nula. Consecuentemente, los desplazamientos, deforma-

ciones y tensiones tampoco existen.

3.4. Modelo numérico de Elementos Finitos con

densidad relativa

El análisis estructural por Elementos Finitos para

un material que incorpore el efecto de la densidad re-

lativa se puede plantear a partir de (23). Según (27),

una vez conocido el vector ρρρ que contiene el valor de

las variables de diseño, el problema a resolver consiste

en

Hallar ααα(ρρρ)

tal que
N∑
i=1

Kji(ρρρ)αααi(ρρρ) = fff j(ρρρ), j = 1, ..., N.
(28)

Al igual que en la formulación sin densidad relativa

los términos necesarios para resolver (28) se pueden cal-

cular ensamblando las contribuciones de cada elemento

de forma independiente de modo que:

Kji(ρρρ) =

Ne∑
e=1

Ke
ji(ρρρ), (29a)

fff j(ρρρ) =

∫∫
Γ oσ

ΦΦΦTj tttdΓ +

Ne∑
e=1

fffej(ρρρ), (29b)

siendo las contribuciones elementales

Ke
ji(ρe) =

∫∫∫
Ωe

(LΦΦΦj)
TD(LΦΦΦi)ρedΩ, (30a)

fffej(ρe) =

∫∫∫
Ωe

(ΦΦΦTj bbb− (LΦΦΦj)
TD(Luuup))ρedΩ. (30b)

Una vez que se ha obtenido la solución ααα(ρρρ) del pro-

blema (28) se pueden calcular para cualquier punto P o

las aproximaciones de los desplazamientos, de las defor-

maciones y de las tensiones a partir de las expresiones

propuestas en (26).

4. Algoritmo de optimización

La resolución de los problemas de optimización to-

pológica de estructuras es, en general, muy complicada

debido al elevado número de variables de diseño que

presentan aśı como a la no-linealidad de la función ob-

jetivo y/o de las restricciones. Consecuentemente, los

algoritmos y modelos que se utilizan para resolver este

tipo de planteamientos deben proporcionar soluciones

adecuadas con un coste computacional asumible. Am-

bos aspectos son fundamentales en la práctica.

Estos dos factores se acentúan en mayor medida en

el problema que se presenta dado que, además de utili-

zar un número elevado de variables de diseño, incorpora

una función objetivo no-lineal y un número elevado de

restricciones en tensión altamente no-lineales.

En este trabajo se ha utilizado un algoritmo basa-

do en Programación Lineal Secuencial (SLP) dado que

este tipo de métodos han demostrado ser eficaces en la

resolución de problemas de diseño óptimo de estructu-

ras con restricciones como los que se proponen en [44,

45,46,47].
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4.1. Algoritmo SLP-QLS (Programación Lineal

Secuencial con Búsqueda Unidireccional Cuadrática)

El algoritmo de Programación Lineal Secuencial ba-

sa su funcionamiento en el aprovechamiento de las pro-

piedades que ofrecen los espacios linealizados de las res-

tricciones y de la función objetivo, sobre los que se

aplican algoritmos como por ejemplo, el Simplex [48,

49], para obtener la solución óptima. De forma general,

la solución se obtiene de forma iterativa estudiando el

comportamiento de la función objetivo y de las restric-

ciones mediante una aproximación lineal. En cada itera-

ción se pretende obtener una solución mejorada en dos

fases. En primer lugar se obtiene mediante esta apro-

ximación lineal la dirección de modificación del diseño

que produce un mayor descenso en la función objeti-

vo sin violar las restricciones para, a continuación en

un segundo paso, determinar el factor de avance más

adecuado para modificar el diseño en la dirección obte-

nida previamente. Por lo tanto, el vector de variables

de diseño se actualiza en cada iteración como:

ρρρk+1 = ρρρk + θksssk, (31)

donde ρρρk es el vector de variables de diseño y θk es

el factor de avance en la dirección de modificación del

diseño sssk en la iteración k.

La dirección de avance (sssk) se calcula a través de di-

ferentes métodos que utilizan la aproximación lineal del

problema. En general, la obtención de esta dirección de

modificación es la parte más importante y compleja del

algoritmo y requiere de técnicas espećıficas y comple-

jas debido al elevado número de variables de diseño y

al elevado número de restricciones en tensión que pue-

den presentar los problemas de optimización topológica

que se plantean. Para obtener esta dirección de avance

se utiliza el método de Programación Lineal (Simplex)

porque ha demostrado ser adecuado para este tipo de

problemas. Sin embargo, este algoritmo debe ser com-

plementado con otros más espećıficos. Aśı, por ejem-

plo, cuando el problema no presenta ninguna restric-

ción activa se utilizará el método de máximo descenso

y cuando existan restricciones fuertemente violadas se

utilizará un algoritmo de entrada a la región factible.

Por lo tanto, el algoritmo completo sigue un compor-

tamiento diferente en función del diseño y del estado

tensional de la estructura en cada iteración.

4.2. Algoritmo de Máximo Descenso

Tal y como se ha comentado anteriormente, si el

problema no presenta restricciones activas, el algoritmo

Simplex no es aplicable y es necesario utilizar tempo-

ralmente otro algoritmo hasta que alguna restricción se

active.

Debido a la simplicidad del problema cuando no hay

restricciones en tensión activas y a que, en general, esta

situación de optimización incondicionada es temporal,

se ha optado por utilizar la dirección de máximo des-

censo de la función objetivo:

ski,o = − dF

dρi

∣∣∣∣
ρki

∆ρki , i = 1, ..., Ne, (32)

donde ski,o es la componente i de la dirección de modi-

ficación del diseño sin normalizar (sssko) en la iteración k

y ∆ρρρk es el vector que indica la máxima modificación

que puede experimentar el vector de variables de diseño

ρρρ en cada iteración teniendo en cuenta las restricciones

laterales. La dirección de modificación del diseño sssk se

obtiene como sssk = sssko/||sssko ||.
Este algoritmo debe además complementarse con las

correspondientes restricciones laterales para evitar que

el algoritmo se detenga (debido a factores de avance

nulos) antes de alcanzar el óptimo deseado.

4.3. Algoritmo de Programación Lineal (Simplex)

El algoritmo de Programación Lineal es el núcleo

de todo el proceso de optimización dado que debe pro-

porcionar una dirección de modificación del diseño que

minimice la función objetivo pero que tenga en conside-

ración todas y cada una de las restricciones en tensión
y de las restricciones laterales.

El algoritmo basa su funcionamiento en la aplica-

ción del algoritmo Simplex sobre el espacio linealizado.

Para ello planteamos el desarrollo en serie de Taylor de

primer orden de la función objetivo y las restricciones

en torno a la solución actual (ρρρk) como:

F (ρρρk+1) ≈ F (ρρρk) +
dF

dρρρ

∣∣∣∣
ρρρk
θksssk

gj(ρρρ
k+1) ≈ gj(ρρρk) +

dgj
dρρρ

∣∣∣∣
ρρρk
θksssk j = 1, ...,m.

(33)

Además, también es necesario tener en cuenta las

restricciones laterales de las variables de diseño, tanto

las inferiores como las superiores. El algoritmo Simplex

se aplica, por tanto, sobre este problema linealizado.

El desarrollo completo de este algoritmo se recoge de

forma detallada en [31,48].
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4.4. Dirección de Entrada a la Región Factible

A pesar de la robustez del algoritmo de Programa-

ción Lineal es necesario recurrir en ocasiones a otros

algoritmos. Aśı, por ejemplo cuando el diseño presenta

restricciones fuertemente violadas es necesario disponer

de un algoritmo que proporcione direcciones de avan-

ce que tiendan a devolver el diseño actual a la región

factible de diseño.

Este algoritmo de dirección de entrada basa su fun-

cionamiento en la utilización de los gradientes de las

restricciones más violadas para obtener la dirección de

avance más adecuada, que se obtiene como:

ski,o = −
∑
gj∈gv

gj

dgj
dρi

∣∣∣∣
ρki∥∥∥∥∥ dgj

dρρρ

∣∣∣∣
ρρρk

∥∥∥∥∥
2 , ∆ρ

k
i , i = 1, ..., Ne (34)

donde ssski,o es la componente i del vector de dirección de

modificación del diseño sin normalizar de la iteración k,

gv es el conjunto de restricciones violadas del problema

y ∆ρρρk es el vector que indica la máxima modificación

que puede experimentar el vector de variables de diseño

ρρρ en cada iteración teniendo en cuenta las restricciones

laterales. La dirección de modificación del diseño sssk se

obtiene como sssk = sssko/||sssko ||.

4.5. Búsqueda del factor de avance

Una vez calculada y normalizada la dirección de mo-

dificación del diseño (sssk) es necesario calcular el factor

de avance más adecuado (θk). Para ello realizaremos

una búsqueda unidireccional cuadrática en la dirección

obtenida previamente. De este modo, se pretenden evi-

tar los fenómenos oscilatorios que se producen habitual-

mente en torno a la solución cuando se utilizan aproxi-

maciones lineales [46].

Para llevar a cabo el cálculo del factor de avance ne-

cesitamos conocer, por tanto, las derivadas de segundo

orden tanto de la función objetivo como de las restric-

ciones. Dado que la dirección de modificación del diseño

es conocida podremos evitar el cálculo de las derivadas

completas de segundo orden realizando un cálculo di-

reccional de estas derivadas en la dirección de modifica-

ción del diseño. A partir de estas derivadas planteamos

el desarrollo en serie de Taylor de segundo orden de la

función objetivo y de las restricciones como:

F (ρρρk+1) ≈ F (ρρρk) +Ds F
∣∣∣
ρρρk
θk +D2

ss F
∣∣∣
ρρρk

(θk)2

2

gj(ρρρ
k+1) ≈ gj(ρρρ

k) +Ds gj
∣∣∣
ρρρk
θk +D2

ss gj
∣∣∣
ρρρk

(θk)2

2

j = 1, . . . ,m.

(35)

Una vez planteado el desarrollo en serie de Taylor de

segundo orden procedemos a calcular el factor de avan-

ce. Para ello, es necesario calcular previamente el valor

mı́nimo y máximo que puede tomar el factor de avance

que hace que no se incumplan las restricciones latera-

les de las variables de diseño. Una vez definidos estos

ĺımites, el algoritmo comprueba el valor de la función

objetivo y de las restricciones en puntos equiespaciados

suficientemente próximos dentro del rango admisible de

valores del factor de avance y selecciona el más adecua-

do.

5. Análisis de sensibilidad de las restricciones

Tal y como se ha planteado anteriormente los al-

goritmos de optimización propuestos requieren conocer

las derivadas completas de primer orden y las derivadas

de primer y segundo orden direccionales de las restric-

ciones en tensión.

5.1. Análisis de sensibilidad de primer orden de las

restricciones

El análisis de sensibilidad de las restricciones se desa-

rrolla de forma anaĺıtica mediante el método de la va-

riable adjunta. En este trabajo se desarrolla de forma

espećıfica este análisis para la formulación local de las

restricciones en tensión. Un desarrollo más detallado de

este análisis tanto para la formulación local como para

las formulaciones global y agregada por bloques puede

encontrarse en [31,50].

La formulación local de las restricciones en tensión

establece, de acuerdo con (10), una restricción en el

punto central de cada elemento de la malla de elemen-

tos finitos utilizada. Esta formulación se puede plantear

como:

ge(ρρρ) = g̃e(σ̂VM,e, ρe)

∣∣∣∣∣∣∣σ̂vm,e(σσσe)
σσσe(ααα)
ααα(ρρρ)

. (36)

donde σ̂VM,e es la tensión de comparación de Von Mises

y σσσe es un vector que contiene las componentes del ten-

sor de tensiones, ambos calculados en el punto central
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del elemento e. El vector de desplazamientos nodales es

ααα(ρρρ). Por simplicidad, se omite para el análisis de sen-

sibilidad el uso del supeŕındice h introducido en (19) y

(26) para indicar que las variables representan valores

calculados mediante el Método de Elementos Finitos.

Las derivadas de primer orden de las restricciones en

tensión con respecto a las variables de diseño se pueden

plantear aplicando la regla de la cadena como:

dge
dρi

=
∂g̃e

∂σ̂VM,e

∣∣∣∣∣∣∣σ̂vm,e(σσσe)
σσσe(ααα)
ααα(ρρρ)

dσ̂VM,e

dσσσe

∣∣∣∣∣∣σσσe(ααα)
ααα(ρρρ)

dσσσe
dααα

∣∣∣∣∣
ααα(ρρρ)

dααα

dρi
+

δie
∂g̃e
∂ρi

∣∣∣∣∣∣∣σ̂vm,e(σσσe)
σσσe(ααα)
ααα(ρρρ)

,

(37)

donde dge
dρρρ =

{
dge
dρi

}
i = 1, . . . , Ne, siendo Ne el número

de variables de diseño. La función δie es la Delta de

Kronecker.

Una vez establecidas las derivadas de las restriccio-

nes de acuerdo con (37) es necesario calcular las deri-

vadas de los desplazamientos nodales ααα(ρρρ) con respecto

a la variable de diseño ρi. Estas derivadas también se

pueden obtener de forma anaĺıtica derivando el sistema

de ecuaciones lineales, definido en el cálculo de estruc-

turas por el Método de Elementos Finitos, propuesto

en (27) como:

KKK
dααα

dρi
=

dfff

dρi
− dKKK

dρi
ααα. (38)

El cálculo de las derivadas de los desplazamientos

requiere que se resuelva un sistema de ecuaciones para

cada variable de diseño y caso de carga aplicado cu-

yas incógnitas son las derivadas buscadas. La matriz

de coeficientes de este sistema de ecuaciones es la ma-

triz de rigidez obtenida en el cálculo estructural. Las

contribuciones que definen el vector de términos inde-

pendientes del sistema de ecuaciones se pueden obtener

de forma directa a partir del modelo de Elementos Fi-

nitos con densidad relativa. Si se tiene en cuenta que

las cargas externas puntuales y las cargas externas por

unidad de área no dependen para este problema de las

variables de diseño, sus derivadas serán obviamente nu-

las. Por el contrario, las fuerzas por unidad de volumen,

como por ejemplo el peso, presentan una dependencia

lineal con respecto a las variables de diseño. Aśı, a ni-

vel elemental las derivadas de las fuerzas por unidad de

volumen dependen de la densidad relativa del elemen-

to considerado [31,32,50]. Por tanto, las derivadas de

las fuerzas nodales (fffk, k = 1, ..., N) con respecto a la

densidad relativa del elemento e pueden obtenerse en-

samblando las contribuciones elementales de las fuerzas

por unidad de volumen considerando que la densidad

relativa del elemento e es ρe = 1 y el resto son nulas

(ρi = 0 ∀i 6= e, i = 1, . . . , Ne).

Del mismo modo las derivadas de la matriz de rigi-

dez K con respecto a la variable de diseño ρe se puede

obtener ensamblando las matrices elementales Ki con

ρi = 1 si i = e y ρi = 0 en cualquier otro caso [50]. En

la práctica este cálculo se puede realizar a nivel elemen-

tal y ensamblar los resultados en el vector de términos

independientes.

Una vez planteada la obtención de los términos in-

dependientes de acuerdo con los planteamientos ante-

riores, las derivadas de los desplazamientos nodales se

pueden calcular mediante dos métodos distintos: dife-

renciación directa anaĺıtica o diferenciación por el méto-

do de la variable adjunta [31,50].

El método de diferenciación directa consiste en cal-

cular las derivadas de los desplazamientos nodales resol-

viendo los sistemas de ecuaciones propuestos en (38) y

sustituir estas derivadas en (37), obteniendo aśı las de-

rivadas de las restricciones. En la práctica este método

requiere resolver tantos sistemas de ecuaciones adicio-

nales como variables de diseño tenga el problema de

optimización para cada caso de carga.

En este trabajo el método de derivación utilizado es

el método de la variable adjunta. Este planteamiento

consiste en reemplazar las derivadas de los desplaza-

mientos nodales obtenidas de acuerdo con (38) en (37),

con lo que se obtiene que:

dge
dρi

= λλλTe

(
dfff

dρi
− dKKK

dρi
ααα

)
+ δie

∂g̃e
∂ρi

∣∣∣∣∣∣∣σ̂vm,e(σσσe)
σσσe(ααα)
ααα(ρρρ)

, (39)

siendo:

λλλTe =
∂g̃e

∂σ̂VM,e

∣∣∣∣∣∣∣σ̂vm,e(σσσe)
σσσe(ααα)
ααα(ρρρ)

dσ̂VM,e

dσσσe

∣∣∣∣∣∣σσσe(ααα)
ααα(ρρρ)

dσσσe
dααα

∣∣∣∣∣
ααα(ρρρ)

K−1 (40)

la variable adjunta, que se obtiene como resultado de

resolver el sistema de ecuaciones:

KKKTλλλe =

(
∂g̃e

∂σ̂VM,e

∣∣∣∣∣∣∣σ̂vm,e(σσσe)
σσσe(ααα)
ααα(ρρρ)

dσ̂VM,e

dσσσe

∣∣∣∣∣∣σσσe(ααα)
ααα(ρρρ)

dσσσe
dααα

∣∣∣∣∣
ααα(ρρρ)

)T
.

(41)

Todos los términos que se proponen en las expre-

siones anteriores se pueden obtener de forma directa
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mediante aplicación de reglas de derivación anaĺıticas a

partir de la formulación del problema estructural. Un

desarrollo más extenso y detallado de las técnicas de

análisis de sensibilidad que se proponen se puede en-

contrar en [31,50].

La variable adjunta se puede obtener resolviendo

el sistema de ecuaciones propuesto en (41). De acuer-

do con este planteamiento, con este método será nece-

sario resolver tantos sistemas de ecuaciones como res-

tricciones en tensión se incorporen en el algoritmo de

optimización. En la práctica, este número es considera-

blemente más reducido que el número de variables de

diseño ya que en el algoritmo de optimización sólo se

incorporarán las restricciones activas en cada iteración.

Además, a pesar de que la matriz de coeficientes de

(41) aparece traspuesta, el cálculo de estos sistemas de

ecuaciones se puede implementar de forma muy eficien-

te debido a las propiedades de simetŕıa de la matriz de

rigidez de la estructura. De este modo, en la práctica,

la matriz de coeficientes de (41) es la matriz de rigidez

del análisis estructural al igual que ocurre en el método

de diferenciación directa anaĺıtica.

Una vez conocido el valor de la variable adjunta λλλe
el cálculo de las derivadas de las restricciones se puede

llevar a cabo a partir de (39). Por lo tanto, el cálcu-

lo de estas derivadas también se realiza en dos pasos.

En un primer paso se calcula el valor de la variable

adjunta para cada restricción λλλe resolviendo el sistema

de ecuaciones propuesto en (41) y, a continuación, en

un segundo paso se calculan las derivadas de las res-

tricciones de acuerdo con (39). Este método permite

calcular las derivadas de las restricciones de forma se-

lectiva, seleccionando por ejemplo aquellas restricciones

que se encuentren activas en cada iteración, y de for-

ma independiente para cada restricción. Esto también

supondrá una ventaja muy importante si se pretende

implementar este cálculo en paralelo en ordenadores de

altas prestaciones.

5.2. Análisis de sensibilidad direccional de primer y

segundo orden de las restricciones

El análisis de sensibilidad de primer orden de las

restricciones permite calcular la dirección de modifica-

ción del diseño más adecuada utilizando el algoritmo

de Programación Lineal Secuencial propuesto. Una vez

calculada esta dirección se necesitan conocer las deri-

vadas direccionales de primer y segundo orden de las

restricciones con la finalidad de calcular el factor de

avance más adecuado de acuerdo con (35).

Para calcular las derivadas direccionales se utili-

zará un algoritmo de diferenciación directa anaĺıtica. En

este caso no se utiliza el método de la variable adjunta

ya que requeriŕıa almacenar y calcular todas las varia-

bles adjuntas de todas las restricciones. El algoritmo

de diferenciación directa permite calcular las derivadas

de todas las restricciones, no sólo de las restricciones

activas. Las derivadas direccionales de primer orden de

las restricciones en la dirección sss se pueden calcular a

partir de (36) como:

Ds ge =
dge
dρρρ

sss, (42)

y sustituyendo (dgedρρρ ) de acuerdo con (37):

Ds ge =
∂g̃e

∂σ̂VM,e

∣∣∣∣∣∣∣σ̂vm,e(σσσe)
σσσe(ααα)
ααα(ρρρ)

dσ̂VM,e

dσσσe

∣∣∣∣∣∣σσσe(ααα)
ααα(ρρρ)

dσσσe
dααα

∣∣∣∣∣
ααα(ρρρ)

Dsααα+

∂g̃e
∂ρe

∣∣∣∣∣∣∣σ̂vm,e(σσσe)
σσσe(ααα)
ααα(ρρρ)

se

(43)

donde Dsααα se obtiene como:

KKK (Dsααα) = (Ds fff) − (DsKKK) ααα. (44)

De un modo similar se pueden obtener las deriva-

das de segundo orden direccionales. Los algoritmos se

omiten en este trabajo debido a su extensión. Un desa-

rrollo completo de los métodos de análisis de sensibi-

lidad propuestos se puede encontrar en [31,50]. Como

se puede apreciar en (44) se requiere resolver un sis-

tema de ecuaciones adicional. De nuevo, la matriz de

coeficientes de este sistema de ecuaciones es la matriz

de rigidez del modelo de cálculo de estructuras. Por lo

tanto, resolviendo solamente dos sistemas de ecuacio-

nes adicionales (uno para las derivadas direccionales de

primer orden y otro para las derivadas direccionales de

segundo orden) se pueden calcular las derivadas direc-

cionales de todas las restricciones del problema para

cada caso de carga.

6. Cálculo en paralelo en optimización

topológica de estructuras

Los modelos de diseño óptimo que se han propuesto

involucran un número elevado de variables de diseño.

En la práctica es fácil alcanzar varios miles de variables

de diseño. Por otra parte, si se utiliza la formulación

local el número de restricciones del modelo será igual o

superior (si se aplican varios casos de carga) al núme-

ro de variables de diseño. Por lo tanto, el problema de



16 J. Paŕıs, S. Mart́ınez, X. Nogueira, I. Colominas, F. Navarrina, M. Casteleiro

optimización resultante es muy complejo y en general

el tiempo de cálculo necesario para resolverlo es muy

elevado. Asimismo el análisis de sensibilidad de las res-

tricciones también requiere un coste computacional ele-

vado. Por este motivo se plantea incorporar las técnicas

de cálculo en paralelo en el proceso de diseño óptimo.

Estas técnicas de cálculo en paralelo se aplican en

este trabajo en los dos algoritmos que requieren la ma-

yor parte del coste computacional: el análisis de sensi-

bilidad de primer orden de las restricciones y el algo-

ritmo de optimización basado en Programación Lineal

Secuencial.

Tal y como se ha comentado anteriormente en este

trabajo el análisis de sensibilidad de primer orden se

calcula mediante el método de la variable adjunta. Este

método se desarrolla en dos fases: el cálculo de la va-

riable adjunta y el cálculo de las derivadas a partir de

ésta. Ambas fases se pueden desarrollar de forma inde-

pendiente para cada restricción. Por lo tanto, la aplica-

ción de técnicas de cálculo en paralelo en este caso es

directa y los rendimientos obtenidos son, en la práctica,

muy cercanos a los teóricos. En la figura 6 se muestran

los resultados de aceleración de los cálculos del análisis

de sensibilidad de primer orden obtenidos en un equipo

de cálculo de altas prestaciones.

El algoritmo de Programación Lineal Secuencial que

se propone también se desarrolla en dos fases. En la pri-

mera fase se calcula la dirección más adecuada de mo-

dificación del diseño y en una segunda fase se calcula el

factor de avance. El cálculo de la dirección de avance es

la parte que requiere la mayor parte del tiempo CPU en

la práctica. El tiempo de cálculo requerido para obtener

el factor de avance es despreciable frente al cálculo de

la dirección de modificación del diseño.

El cálculo de la dirección de modificación del diseño

se lleva a cabo habitualmente mediante el algoritmo

Simplex [48,49]. Este algoritmo basa su funcionamiento

en la aplicación iterativa de un algoritmo que modifica

la matriz del problema linealizado. Esta transformación

de la matriz del problema linealizado consiste en la apli-

cación de combinaciones lineales por filas de la misma

[31]. Por lo tanto, estas combinaciones lineales por filas

también se pueden llevar a cabo de forma independien-

te para cada fila, lo que permite desarrollar este cálculo

en paralelo de forma sencilla. La aceleración obtenida

en este caso como resultado de la utilización del cálculo

en paralelo no es tan eficiente como para el cálculo del

análisis de sensibilidad ya que es necesario desarrollar

una parte del cálculo de forma secuencial [31]. En la fi-

gura 6 se muestran los resultados de aceleración de los

cálculos obtenidos para este algoritmo en un equipo de

cálculo de altas prestaciones.

En conjunto la aceleración obtenida en cada itera-

ción calculando en paralelo tanto el análisis de sensibili-

dad como el algoritmo Simplex se puede observar en la

figura 6. Estos cálculos se han llevado a cabo utilizando

directivas de paralelización OpenMP [51] debido a su

facilidad de implementación en un código secuencial ya

existente y a su sencilla aplicación en equipos de cálculo

de múltiples núcleos, que son los más habituales en la

actualidad.

7. Ejemplos de aplicación

Como ejemplos de aplicación de la formulación de

diseño óptimo aśı como de la metodoloǵıa de optimi-

zación se analizan tres estructuras bidimensionales ba-

jo la hipótesis de tensión plana. Se presentan tanto la

evolución del proceso de optimización desde la solución

inicial hasta la solución final como el estado tensional

existente en la solución óptima final con el fin de ve-

rificar la validez de la formulación. También se tratan

otros aspectos computacionales relacionados con el pro-

ceso de cálculo como por ejemplo, el tiempo de CPU

total.

El modelo de Elementos Finitos propuesto para es-

tos ejemplos utiliza elementos cuadráticos de 8 nodos

con la finalidad de mejorar la aproximación tanto de

los movimientos de la estructura como de las tensiones.

Además, esta caracteŕıstica no supone un incremento de

coste computacional relevante debido a que no se mo-

difica ni el número de variables de diseño ni el número

de restricciones del problema.

7.1. Optimización topológica de una viga biapoyada

de gran canto con carga inferior

El primer ejemplo estudiado corresponde al proble-

ma de una viga biapoyada de gran canto sobre la que se

aplica una carga vertical concentrada en la parte infe-

rior de la misma. Un esquema de la geometŕıa y dimen-

siones del dominio de estudio puede observarse en la

figura 7. El peso propio de la estructura también se ha

considerado en este ejemplo como una carga estructu-

ral. Por simetŕıa solamente se analiza la mitad derecha

del dominio, aunque se muestran las soluciones sobre el

dominio completo.

El dominio de la viga se ha discretizado usando una

malla de 60 × 60 = 3600 elementos cuadráticos de 8

nodos. El espesor de la viga analizada es de 1 cm.

La carga vertical se aplica sobre la cara inferior de

los cuatro elementos del borde inferior más próximos al

eje de simetŕıa con la finalidad de evitar los efectos de

concentración de tensiones. La carga vertical aplicada
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Figura 6. Aceleración obtenida por iteración en un problema con 7200 variables de diseño y 7200 restricciones
locales en tensión, de las cuales 1940 están activas. Equipo de cálculo formado por 4 procesadores Intel Xeon
7120M 3.0GHz y 16 Gb de memoria.

sobre la mitad derecha asciende a 50 kN, lo que supone

un total de 100 kN si se considera el dominio completo.

Esta carga se aplica de forma ligeramente distribuida

ya que si se aplicasen cargas estrictamente puntuales los

fenómenos de concentración de tensiones desvirtuaŕıan

los resultados del análisis estructural. Los fenómenos de

concentración de tensiones conduciŕıan a la no existen-

cia de solución para este problema dado que no existiŕıa

ningún diseño que cumpliese las restricciones en tensión

en las zonas afectadas. Además, este planteamiento no

seŕıa realista dado que en la práctica tanto las zonas

de apoyo como las zonas de aplicación de cargas no son

puntuales sino distribuidas.

El material que se utiliza para este problema es ace-

ro con densidad γmat = 7850 kg/m3, módulo de Young

E = 2.1 105 MPa, coeficiente de Poisson ν = 0.3 y ĺımi-

te elástico σ̂max = 230 MPa.

En la figura 8 se puede observar la evolución de la

solución para el problema propuesto desde la solución

inicial. Para ello se muestran 6 soluciones intermedias

correspondientes a números de iteración diferentes del

proceso de optimización. Finalmente, en la figura 9 se

puede observar la solución óptima alcanzada. La solu-

ción óptima obtenida corresponde con la solución es-

perada desde un punto de vista teórico. Para resolver

este problema se ha utilizado la formulación local de las

restricciones.

El nivel de tensiones que presenta la solución final

se muestra en la figura 10. Se muestran tensiones nor-

malizadas por simplicidad. Como se puede observar el

nivel de tensión de todos los elementos es correcto y no

se superan los valores máximos permitidos para la ten-

sión. Ello demuestra la validez de la formulación local

de las restricciones para este problema.

Figura 7. Esquema y dimensiones de la viga biapoyada
de gran canto con carga inferior. Unidades en metros.

En el cuadro 1 se pueden observar y analizar los

parámetros más importantes de este problema.

7.2. Optimización topológica de un gancho de grúa

El segundo ejemplo que se propone corresponde al

diseño y optimización de un gancho de grúa. Un es-

quema de la geometŕıa y dimensiones del dominio de

estudio puede observarse en la figura 11. El peso pro-
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Solución inicial Iteración 20

Iteración 100 Iteración 200

Iteración 250 Iteración 350

Figura 8. Evolución de la solución hacia el óptimo para diferente número de iteraciones en el problema de la viga
biapoyada de gran canto.

Figura 9. Solución óptima obtenida para el problema de la viga biapoyada de gran canto.
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Figura 10. Estado de tensiones normalizado para el problema de la viga biapoyada de gran canto.

Tabla 1. Resumen de los parámetros más importantes del ejemplo de la viga biapoyada de gran canto.

VIGA BIAPOYADA ε p q Número de
iteraciones

Tiempo de CPU
(s)

Peso final
( %)

Formulación Local
(Fig. 9) 0.01 4 0 564 202360 6.18 %

pio de la estructura también se ha considerado en este

ejemplo como una carga estructural.

El dominio del gancho se ha discretizado mediante

6260 elementos cuadráticos de 8 nodos de acuerdo con

la figura 12. El espesor del gancho es de 2 cm.

Figura 11. Esquema y dimensiones del gancho de grúa
(unidades en cent́ımetros).

Figura 12. Malla de Elementos Finitos del gancho de
grúa.

La carga vertical se aplica sobre el sector circular

inferior abarcando un ángulo de 90o. Con el fin de si-
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mular el efecto las cargas reales no se ha utilizado una

carga uniformemente distribuida. La carga aplicada si-

gue una ley senoidal que aplica un valor máximo en el

eje vertical del arco de circunferencia sobre la que se

aplican las cargas y un valor nulo en los extremos de

aplicación de la carga, es decir a 45o a cada lado del

eje vertical del arco de circunferencia. La carga total

aplicada es de 30 kN.

El material utilizado en este problema es acero con

densidad γmat = 7850 kg/m3, módulo de Young E = 2.1 105 MPa,

coeficiente de Poisson ν = 0.3 y ĺımite elástico σ̂max =

230 MPa.

En la figura 13 se muestra la evolución de la solu-

ción a lo largo del proceso de optimización. Se muestran

6 soluciones intermedias que corresponden a diferente

número de iteraciones del algoritmo de optimización

desarrollado.

La solución final obtenida se muestra en la figura

14. A juzgar por la distribución de material alcanza-

da, las soluciones que se utilizan en la práctica difieren

sustancialmente de la solución óptima. Sin embargo, es

necesario tener en cuenta que el modelo propuesto no

incorpora restricciones por pandeo y este hecho puede

afectar al diseño final propuesto. Por otra parte, tam-

bién se muestra el nivel tensional de los elementos de

la malla para la solución final en la figura 15. Como

se puede observar el nivel de tensión de los elementos

se satisface y no se superan los valores máximos per-

mitidos para la tensión. En este caso también se ha

utilizado la formulación local de las restricciones con la

finalidad de garantizar la validez resistente de diseño

final alcanzado.

En el cuadro 2 se pueden observar y analizar los

parámetros más importantes de este problema. Es im-

portante en este punto destacar los elevados tiempos de

cálculo que se requieren cuando se utiliza la formulación

local de las restricciones. Este ejemplo se ha calculado

en paralelo mediante directivas OpenMP en un servidor

con dos procesadores Intel Xeon X5355 a 2.66 GHz y

con 16 Gb de memoria. Para analizar este ejemplo se

han utilizado los 8 núcleos de cálculo disponibles.

7.3. Optimización topológica de la estructura de un

puente colgante

Este ejemplo corresponde al problema de un puente

de gran luz con unas condiciones de apoyo que simulan

las condiciones que presentan los puentes colgantes. Un

esquema de la geometŕıa y dimensiones del dominio de

estudio puede observarse en la figura 16. Se han prescri-

to los movimientos en una zona localizada de la parte

inferior del dominio que correspondeŕıa a un punto de

apoyo (una pila). Asimismo también se fija la zona del

tablero en el borde vertical derecho y se imponen los

desplazamientos prescritos horizontales correspondien-

tes en la zona del tablero de la izquierda para simular

la continuidad del tablero en el centro de vano. El peso

propio es muy importante en este tipo de estructuras

y también se ha considerado en este ejemplo como una

carga estructural. Solamente se analiza la mitad dere-

cha del dominio por simetŕıa, aunque se muestran las

soluciones sobre el dominio completo.

El dominio de la viga se ha discretizado usando una

malla de 6030 elementos cuadráticos de 8 nodos. El es-

pesor de la estructura es de 1 m.

La carga vertical se aplica de forma distribuida a lo

largo del tablero del puente, que se establece a la cota

30 m y se representa fijando como ρ = 1 la densidad en

una fila de elementos a esa altura. La carga vertical total

aplicada sobre la mitad derecha asciende a 60000 kN,

lo que supone un total de 120000 kN si se considera el

dominio completo.

El material que se utiliza para este problema pre-

senta una densidad de γmat = 2400 kg/m3, módulo de

Young E = 3 105 MPa, coeficiente de Poisson ν = 0.3

y ĺımite elástico σ̂max = 24 MPa.

En la figura 17 se muestra la evolución de la solu-

ción a lo largo del proceso de optimización. Se muestran

6 soluciones intermedias que corresponden a diferente

número de iteraciones del algoritmo de optimización

desarrollado.

La solución final obtenida se muestra en la figura 18.

Como se puede observar el diseño final alcanzado no es

el que se utiliza habitualmente en el diseño de puen-

tes atirantados en Ingenieŕıa. Este tipo de estructuras

se definen en la práctica con un único mástil vertical

(o pilona) que se establece como una prolongación de

la pila que aparece desde el apoyo intermedio hasta el

tablero del puente. Sin embargo, el diseño que se ob-

tiene con la formulación propuesta define dos mástiles

(o pilonas) colocadas de radialmente en forma de V

desde la intersección del tablero con la pila situada so-

bre el apoyo intermedio. Este diseño es más eficiente,

de acuerdo con la formulación propuesta, que el diseño

con un único mástil vertical; si bien el modelo de diseño

óptimo propuesto no incorpora restricciones por pandeo

que podŕıan influir en la solución estructural alcanzada

en este ejemplo. Por otra parte, también es importante

destacar que para la longitud de vano que se analiza la

solución de puente atirantado aparece como la solución

estructural más adecuada frente a la disposición de una

catenaria con péndolas verticales.

Por otra parte, también se muestra el nivel tensional

de los elementos de la malla para la solución final en la

figura 19. Como se puede observar, el nivel de tensión
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Solución inicial Iteración 10

Iteración 20 Iteración 50

Iteración 150 Iteración 300

Figura 13. Evolución de la solución hacia el óptimo para diferente número de iteraciones en el problema del
gancho de grúa.
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Figura 14. Diseño óptimo obtenido para el problema del gancho de grúa.

Figura 15. Estado de tensiones normalizado para el problema del gancho de grúa.

Tabla 2. Resumen de los parámetros más importantes del ejemplo del gancho de grúa.

GANCHO DE GRÚA ε p q Número de
iteraciones

Tiempo de CPU
(s)

Peso final
( %)

Formulación Local
(Fig. 14) 0.01 4 0 679 61600 24.70 %

en los elementos se satisface si bien en algunos casos

se superan ligeramente los valores máximos permitidos

para la tensión dado que en este caso se utiliza una for-

mulación por bloques. El número de bloques utilizado

en este problema es de 603, lo que supone que cada

bloque contiene 10 elementos de la malla.

En la tabla 3 se pueden observar y analizar los paráme-

tros más importantes de este problema. Es importante
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Figura 16. Esquema y dimensiones de puente colgante. Unidades en metros.

en este punto destacar la reducción en tiempo de cálcu-

lo obtenida con la formulación por bloques, incluso a

pesar de que con esta formulación se necesitan en la

práctica un mayor número de iteraciones del algoritmo

de optimización. El valor del parámetro de agregación

de las funciones globales utilizadas en la formulación

por bloques también se puede observar en esta tabla.

8. Conclusiones

En este trabajo se propone una formulación de mı́ni-

mo peso con restricciones en tensión para el problema

de la optimización topológica de estructuras continuas.

La formulación que se propone ha demostrado ser ro-

busta y eficiente incluso cuando se resuelven modelos

complejos con un elevado número de variables de diseño

y de restricciones en tensión. La formulación propuesta

ofrece ventajas importantes frente a las formulaciones

habituales de máxima rigidez ya que se garantiza la

validez de la solución y se evitan inestabilidades como

disposiciones de material en damero. La metodoloǵıa

de diseño óptimo que se propone ha sido especialmen-

te desarrollada e implementada para este problema te-

niendo en cuenta aspectos fundamentales como el tiem-

po de cálculo o la eficiencia de las operaciones. Aśı se

han desarrollado algoritmos espećıficos para el cálculo

de estructuras, el análisis de sensibilidad y la optimi-

zación de la solución. El uso de estas técnicas en los

ejemplos de aplicación práctica ha demostrado la vali-

dez de la formulación y de la metodoloǵıa de resolución

propuesta.
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37. Paŕıs J, Navarrina F, Colominas I, Casteleiro M (2008) Block

Aggregation of Stress Constraints in Topology Optimization

of Structures, Computer Aided Optimum Design of Structu-
res X, 25-34, WIT Press, Southampton, UK, (ISBN: 978-1-

84564-070-5).
38. Kresisselmeier G, Steinhauser R (1979) Systematic control

design by optimizing a vector performance index, Internatio-

nal Federation of Active Controls Symposium on Computer-
Aided Design of Control systems, Zurich, Suiza.

39. Martins JRRA, Poon NMK (2005) On Structural Optimi-
zation Using Constraint Aggregation, Proceedings of the VI

World Congress of Structural and Multidisciplinary Optimi-
zation (WCSMO6), Rio de Janeiro, Brasil.

40. Mlejnek HP, Schirrmacher R (1993) An engineer’s approach

to optimal material distribution and shape finding, Compu-
tational Methods in Applied Mechanics and Engineering,

(106):1–26.
41. Hughes TJR (2000) The finite element method: linear static

and dynamic finite element analysis, Dover Publishers.
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