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Resumen En este articulo se presenta una metodo-
loǵıa numérica para el cálculo de flujos compresibles
tanto en mallas estructuradas como en mallas no es-
tructuradas. El método de Mı́nimos Cuadrados Móvi-
les (MLS) se utiliza para el cálculo de los gradientes y
las derivadas de alto orden necesarias para la construc-
ción de un método de volúmenes finitos de alto orden.
Además, las propiedades multiescala del método MLS
se utilizan para la construcción de un detector de ondas
de choque, que permite la utilización de los métodos de
limitación de pendiente con métodos de orden mayor
que dos. Se muestran ejemplos numéricos de la preci-
sión y robustez del método numérico presentado.

NUMERICAL SIMULATION OF COMPRES-
SIBLE FLOWS BY USING HIGHER-ORDER
FINITE VOLUME SCHEMES BASED ON THE
MOVING LEAST SQUARES METHOD

Summary In this work we show a numerical metho-
dology for the resolution of compressible flows in both,
structured and unstructured grids. The Moving Least
Squares method (MLS) is used for the computation of
the gradients and successive derivatives in a higher-
order finite volume framework. Using the multireso-
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lution properties of the MLS methodology, we define
a shock-detection methodology. This new methodology
allows the extension of slope limiters to finite volume
methods with order higher than two. We present some
numerical examples that show the accuracy and robust-
ness of the numerical method.

1. INTRODUCCIÓN

El método de volúmenes finitos tipo Godunov, es
uno de los más ampliamente utilizados para resolver
problemas de flujos compresibles en mallas no estruc-
turadas [1,2,3]. En este tipo de mallas, el mayor pro-
blema para conseguir un método de alto orden reside
en el cálculo de los gradientes y derivadas de alto or-
den que se requieren tanto para el cálculo del término
viscoso de las ecuaciones de Navier-Stokes como para
aumentar la precisión de los términos convectivos. Esta
precisión será tanto mayor cuanto más alto sea el orden
de la reconstrucción de las variables en el interior de la
celda.

Los primeros intentos de obtener métodos de al-
to orden son las extensiones a dos y tres dimensiones
del método MUSCL (Monotone Upstream Schemes for
Conservation Laws) [4]. Estos intentos presentaban el
problema de no ser completamente multidimensiona-
les, pues estaban basados en extender directamente el
procedimiento unidimensional. Quizás los métodos más
exitosos en cuanto a multidimensionalidad han sido los
esquemas Residual Distribution o Fluctuation Splitting,
basados en la distribución de fracciones de una lineali-
zación conservativa del flujo por los nodos del elemento
[5,6,7]. El principal problema de estos esquemas es que
la linealización conservativa no está siempre disponi-
ble. Además presentan problemas para alcanzar órdenes
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mayores que dos y en la discretización de los términos
viscosos. Otro enfoque consiste en el cálculo de los gra-
dientes mediante mı́nimos cuadrados o bien emplean-
do reconstrucciones basadas en el teorema de Green-
Gauss [8,9,10,11]. Sin embargo, mediante estos métodos
es complicado alcanzar órdenes de convergencia mayo-
res que dos.

La reconstrucción k-exacta [12,8] se basa en el cálcu-
lo de una expansión polinómica en el interior de cada
celda que preserva la media de la variable en esa celda
y reconstruye exactamente polinomios hasta grado k.
Los coeficientes que definen ese polinomio se obtienen
minimizando, en el sentido de mı́nimos cuadrados, el
error en la estimación de los valores medios en algunas
celdas vecinas (que definen una plantilla o stencil). Este
método tiene problemas de condicionamiento cuando la
malla se “estrecha” (algo común cerca de las paredes)
y también en el tratamiento de los flujos viscosos.

Por otra parte, los esquemas tipo ENO (Essentially
Non-Oscillatory) [13,14] emplean una plantilla (stencil)
adaptativa. Para cada celda se definen varios conjuntos
de celdas vecinas, y se reconstruyen los valores medios
de cada celda con aproximaciones polinómicas. Entre
todos los polinomios obtenidos para todos los conjun-
tos de celdas vecinas asociados a cada celda, se escoge
el menos oscilatorio. Si en vez de reconstruir los valores
medios en cada celda se reconstruyen los valores en ca-
da punto, es necesario construir los polinomios de forma
que la reconstrucción sea conservativa. Una versión me-
jorada son los esquemas Weighted ENO (WENO) [14],
en los que se obtiene una suma ponderada de polino-
mios para la reconstrucción a partir de los conjuntos
de celdas vecinas y sus reconstrucciones asociadas. Es-
tos métodos están bastante desarrollados para mallas
estructuradas, pero su aplicación en mallas no estruc-
turadas presenta problemas tanto de implementación
como de coste y robustez.

Los métodos del tipo Galerkin Discontinuo (DG)
[15,16,17,18,19] han sido extensivamente investigados
en los últimos años. Estos métodos han centrado la
atención tanto de la “comunidad” de investigadores que
emplean volúmenes finitos como de la comunidad de los
que utilizan elementos finitos, al proporcionar un puen-
te entre la aproximación mediante funciones de forma
de elementos finitos y la tecnoloǵıa de los métodos de
Godunov, que obtiene muy buenos resultados en la si-
mulación de flujos con ondas de choque. Para problemas
puramente hiperbólicos el esquema resultante es muy
compacto y da excelentes resultados para flujos suaves.
Sin embargo, el tratamiento de los términos viscosos (de
carácter eĺıptico) y de las discontinuidades junto con el
considerable aumento en el número de grados de liber-
tad, son los mayores inconvenientes de este método.

Por otra parte, el método de volúmenes (finitos)
espectrales [20] utiliza reconstrucciones polinómicas a
trozos obtenidas mediante nuevos grados de libertad
creados dentro de cada volumen de control, median-
te subdivisiones del volumen de control, para después
construir un esquema de alto orden como en el méto-
do de volúmenes finitos. Este método, aunque menos
preciso que DG, presenta ventajas en el tratamiento de
ondas de choque, ya que es posible aplicar las técni-
cas de limitación desarrolladas para volúmenes finitos
a cada subcelda.

Recientemente, se ha propuesto un método (FV-
MLS) basado en una discretización de volúmenes fini-
tos que utiliza mı́nimos cuadrados móviles (MLS), una
técnica de interpolación muy utilizada en los llamados
métodos sin malla o “meshfree” [21,22,23,24,25]. La in-
terpolación MLS es empleada en este método para el
cálculo de gradientes y derivadas sucesivas de las varia-
bles necesarios para la reconstrucción de las variables
en el interior de cada volumen de control, permitien-
do su empleo en mallas no estructuradas y obteniendo
una reconstrucción verdaderamente multidimensional.
La reconstrucción por mı́nimos cuadrados móviles es
utilizada también para la reconstrucción directa de los
flujos viscosos. Este tratamiento permite realizar una
discretización clara y precisa de los términos viscosos.
De este modo, el método FV-MLS permite alcanzar
órdenes de convergencia elevados sin introducir nuevos
grados de libertad. Por otra parte, al ser un método de
tipo Godunov, permite un excelente tratamiento de las
discontinuidades. En este art́ıculo se presenta una me-
todoloǵıa numérica completa para el cálculo de flujos
compresibles, incluyendo el tratamiento de discontinui-
dades. La precisión del método se muestra mediante
el cálculo del ruido generado por un par de vórtices.
Se calcula además un caso bidimensional con ondas de
choque presentes en el flujo, comprobando la validez de
la metodoloǵıa global presentada.

2. EL MÉTODO DE VOLÚMENES
FINITOS

En 1959 Godunov [2] presentó el primer esquema
conservativo para la resolución de sistemas de leyes de
conservación hiperbólicas no lineales, basado en la solu-
ción exacta de un problema de Riemann. Las formula-
ciones de volúmenes finitos actualmente empleadas son
una evolución de este método.

En esta sección se pretenden introducir las ideas ge-
nerales del método de volúmenes finitos, y por claridad,
la exposición se realiza para el caso unidimensional.

Supongamos un sistema de leyes de conservación hi-
perbólica no lineales, definido en el dominio x ∈ (0, L), t >
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0, de la forma:

∂U

∂t
+
∂F (U)
∂x

= 0

U(x, 0) = U0(x)
U(0, t) = U l(t) , U(L, t) = U r(t)

(1)

donde U es el vector de variables y F (U) es conocido
como el vector de flujo. Al ser una formulación dife-
rencial, no es posible la resolución de problemas en los
que la solución presente discontinuidades. Sin embar-
go, en flujos compresibles es frecuente la aparición de
ondas de choque, esto es, un tipo de ondas de compre-
sión que pueden aparecer cuando la velocidad del fluido
supera a la velocidad del sonido local. La derivada de
las variables en la dirección que atraviesa la onda de
choque es muy elevada, por lo que desde un punto de
vista matemático se puede asociar a una discontinuidad
en la solución. Por tanto, es de gran interés que la for-
mulación permita tratar soluciones discontinuas, para
lo cual se debe resolver la forma integral de (1). Aśı,
dividiendo el dominio en un conjunto de volúmenes de
control (celdas o elementos) que no se solapan:∫
ΩI

∂U

∂t
dΩ +

∫
ΩI

∂F (U)
∂x

dΩ = 0 (2)

La ecuación (2) se aplica a cada volumen de control ΩI .
Aplicando el teorema de la divergencia a la integral de
los flujos en (2) se obtiene:∫
ΩI

∂U

∂t
dΩ +

∫
ΓI

F (U) n dΓ = 0 (3)

en donde n es la normal exterior unitaria al contorno ΓI
del volumen de controlΩI . La hipótesis básica del méto-
do es que para un determinado instante t la solución es
constante a trozos, tal y como se muestra en la Figura
1. Aśı, los datos para un instante tn pueden ser vistos
como pares de estados constantes (Un

I ,U
n
I+1) separa-

dos por una discontinuidad en la interfaz entre celdas.
Con una distribución de datos de este tipo, el valor del
flujo F (U) a través de cada interfaz ΓI no estará defi-
nido de forma única. Para resolver este inconveniente,
la propuesta de Godunov consiste en evaluar los flujos
en la interfaz para un valor de las variables correspon-
diente a la solución de un problema de Riemann local
centrado en la interfaz entre dos volúmenes de control,
(denotadas en la Figura 1 como I− 1

2 y I+ 1
2 ). Los valo-

res iniciales del problema de Riemann aśı planteado son
los valores de las variables a cada lado de la interfaz.

Para evaluar los flujos, el método original de Godu-
nov resuelve cada problema de Riemann de forma exac-
ta. Variaciones posteriores del método introducen unas
funciones de flujo numérico que son soluciones aproxi-
madas a dicho problema (ver por ejemplo [26] y [27]).

Figura 1. Solución constante a trozos para un instante
n. En el eje x se indica el nodo I y sus vecinos, I +
1, I − 1. Las interfaces entre volúmenes de control se
indican con la notación I + 1

2 , I − 1
2

Estas funciones proporcionan un valor único del flujo
a partir de los valores de las variables a ambos lados
de la interfaz. Las funciones de flujo numérico incluyen
términos de descentrado en función de la dirección de
propagación de la información en el flujo, con el fin de
tener en cuenta la naturaleza ondulatoria de las ecua-
ciones hiperbólicas. Estos métodos reciben el nombre
de esquemas upwind.

De este modo, la discretización de la ecuación (3)
en el espacio se puede escribir como:

AI
∂U I

∂t
+HI+ 1

2
(U I ,U I+1)−HI− 1

2
(U I−1,U I) = 0

(4)

siendo H una función de flujo numérico. El esquema
dado por (4) es de primer orden en el espacio.

2.1. Construyendo esquemas de orden superior

Una forma posible de aumentar el orden de este es-
quema numérico consiste en mejorar la reconstrucción
de la variable en el interior de la celda. Aśı, por ejem-
plo, se puede sustituir la hipótesis de solución constan-
te en el interior de cada celda por una reconstrucción
continua de la solución. Esta reconstrucción se puede
hacer de diversas formas, siendo la más usual la recons-
trucción polinómica. De este modo, la solución sigue
siendo discontinua entre celdas, como se puede apreciar
en la Figura 2, pero los valores de las variables en la
interfaz ya no van a ser los valores de los centroides de
las celdas adyacentes, sino un valor extrapolado. Esta
forma de proceder recibe el nombre de método de Go-
dunov Generalizado. Aśı, el esquema MUSCL (Mono-
tone Upstream-centred Scheme for Conservation Laws)



86 X. Nogueira, L. Cueto-Felgueroso, I. Colominas

I III I

Figura 2. Reconstrucción lineal a trozos para un ins-
tante n. En el eje x se indica el nodo I y sus vecinos,
I + 1, I − 1. Las interfaces entre volúmenes de control
se indican con la notación I + 1

2 , I − 1
2

propuesto por Van Leer [4] utiliza reconstrucciones li-
neales alcanzando segundo orden. Este procedimiento
fue más tarde extendido por otros autores [28] a re-
presentaciones parabólicas a trozos (PPM, Piece-wise
Parabolic Method). Para mallas estructuradas, se han
aplicado estos métodos de manera exitosa, empleando
métodos unidimensionales de reconstrucción en cada di-
rección coordenada. Sin embargo, en el caso de mallas
no estructuradas, la aplicación directa de estos métodos
de reconstrucción no es posible, y aunque existen al-
gunas soluciones, éstas presentan un marcado carácter
unidimensional que hace que presenten una fuerte de-
pendencia de la geometŕıa de la malla.

Existen técnicas de reconstrucción con un carácter
más multidimensional, como las técnicas de reconstruc-
ción con ajuste por mı́nimos cuadrados [8] o formas
discretas del teorema de Green-Gauss. La reconstruc-
ción mediante mı́nimos cuadrados móviles, que se ex-
pondrá en el Apartado 3 también permite reconstruc-
ciones con carácter multidimensional.

La idea general para aumentar el orden de la re-
construcción de las variables en cada celda consiste en
la utilización de series de Taylor.

U(x) = U I + ∇U I · (x− xI) + ... (5)

en donde U I es el valor promedio asociado al centroide
de la celda I, de coordenadas xI , y ∇U I es el gradiente
de U evaluado en el centroide de I.

De este modo, a partir del valor en el centroide de
la celda, se reconstruye el valor de la variable en los
puntos de integración en las interfaces entre elementos
con el fin de evaluar la integral de contorno en (3). En
resumen, el orden del esquema se aumenta mejorando
la reconstrucción de las variables en el interior de la
celda.

La principal dificultad a la hora de implementar
métodos de alto orden para mallas no estructuradas
utilizando esta idea reside en el cálculo de los gradien-
tes y las derivadas de alto orden. Es por esto que la gran
mayoŕıa de los métodos existentes sólo alcanzan hasta
el segundo orden. Sin embargo, una caracteŕıstica ven-
tajosa de esta metodoloǵıa para aumentar el orden de
un esquema numérico es que, a diferencia de los méto-
dos del tipo elementos finitos, se aumenta el orden sin
aumentar el número de grados de libertad.

Por otra parte, hay tener en cuenta que en (5) in-
tervienen valores promedios y derivadas evaluadas en
un punto. Aśı, para órdenes mayores que uno, la re-
construcción (5) no conserva el valor medio, y se hace
necesario modificar la discretización de la ecuación (3).
De este modo, siguiendo a Venkatakrishnan [11] se pue-
de escribir (3) como:

∂V AU

∂t
+R(U) = 0 (6)

siendo R(U) el vector residuo que aproxima la segunda
integral de (3), V es el tamaño (área en 2d) del elemen-
to de control y A es la matriz de masas. La matriz de
masas aparece porque la variación del valor de U dada
por R(U) debeŕıa hacerse al valor medio de U en el
volumen de control y no a los valores puntuales asocia-
dos con el centroide. De este modo, la matriz de masas
relaciona el valor medio de la variable en un volumen de
control con el valor puntual de la variable en el centroide
de la celda. Aśı, el sistema dado por (6) está acoplado.
En problemas no estacionarios, esto implica la necesi-
dad de resolver un sistema de ecuaciones incluso con
el uso de esquemas expĺıcitos. Sin embargo, es posible
utilizar una técnica conocida como mass-lumping, que
consiste en reemplazar la matriz de masas por la matriz
identidad. Esta técnica mantiene la precisión hasta se-
gundo orden en esquemas de tipo cell-centered (con las
variables calculadas en los centroides de las celdas) de
volúmenes finitos, ya que aunque en la reconstrucción
dada por (5) se utilizan valores puntuales, en el caso
de la reconstrucción lineal coinciden con la reconstruc-
ción en términos de valores promedio. Para esquemas
de orden superior, es necesario introducir la matriz de
masas. Es preciso remarcar que para el caso de proble-
mas estacionarios, el mass-lumping puede emplearse sin
restricción de orden.

Es posible prescindir de la matriz de masas si la re-
construcción (5) se realiza exclusivamente en función
de valores promedio [11], para lo que se añaden ciertos
términos con el fin de asegurar la conservación del valor
promedio. Esto se ha hecho en este trabajo para alcan-
zar el tercer orden en problemas no estacionarios (ver
Subapartado 4.4.1).
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3. EL MÉTODO MOVING LEAST
SQUARES (MLS)

El método FV-MLS reconstruye las derivadas su-
cesivas mediante una aproximación por mı́nimos cua-
drados móviles (MLS). Este método fue propuesto en
1981 por Lancaster y Salkauskas [29] para la recons-
trucción de superficies a partir de una serie de puntos
arbitrariamente situados. Ha sido ampliamente analiza-
do y utilizado en el contexto de los métodos sin malla
[30,31,32]. A continuación se expondrán brevemente los
fundamentos de este método.

3.0.1. Formulación general

Se considera una cierta función u(x) definida en un
dominio Ω. El método MLS reconstruye el valor de u(x)
en un determinado punto x mediante un ajuste por
mı́nimos cuadrados ponderados en un entorno de x. Es
decir:

u(x) ≈ û(x) =
m∑
i=1

pi(x)αi(z)
∣∣∣
z=x

= pT (x)α(z)
∣∣∣
z=x

(7)

donde pT (x) es una base de funciones de dimensión m

y α(z)
∣∣∣
z=x

es un conjunto de parámetros a determinar,
tales que minimizan el siguiente funcional

J
(
α(z)

∣∣∣
z=x

)
=∫

y∈Ωx
W (z − y, h)

∣∣∣
z=x

[
u(y)− pT (y)α(z)

∣∣∣
z=x

]2
dΩx

(8)

W (z − y, h)
∣∣∣
z=x

es un kernel (o función de suaviza-

do) con soporte compacto (Ωx) centrado en z = x.
El parámetro h es la longitud de suavizado (smoothing
length), y es una medida del tamaño de Ωx. Este fun-
cional puede considerarse como una medida del error
cometido en la aproximación.

El proceso de minimización de J conduce a:∫
y∈Ωx

p(y)W (z−y, h)
∣∣∣
z=x

u(y)dΩx = M(x)α(z)
∣∣∣
z=x

(9)

siendo M(x) la matriz de momentos definida como:

M(x) =
∫

y∈Ωx

p(y)W (z − y, h)
∣∣∣
z=x

pT (y) (10)

En la aplicación práctica de este método, el dominio
Ω es representado por un conjunto de puntos dispersos.
Las integrales (9) y (10) se evalúan utilizando los puntos

que se encuentren en Ωx como puntos de cuadratura,
obteniendo

α(z)
∣∣∣
z=x

= M−1(x)PΩx
W (x)uΩx

(11)

El vector uΩx

uΩx = (u(x1) u(x2) · · · u (xnx))T (12)

contiene los valores nodales de la función ux que va a
ser reconstruida, evaluada en los nx nodos pertenecien-
tes a Ωx. Esquemáticamente, esto se representa en la
Figura 3.

La expresión discreta de la matriz de momentos es
una matriz m ×m dada por M(x) = PΩx

W (x)P T
Ωx

donde PΩx , de dimensión m×nx, yW (x) de dimensión
nx × nx, se obtienen como

PΩx
= (p (x1) p (x2) · · · p (xnx

)) (13)

W (x) = diag {Wi (x− xi)} i = 1, . . . , nx (14)

De este modo, de (11) y (8) se deduce que la inter-
polación MLS se puede expresar de la siguiente forma

û(x) = pT (x)M−1(x)PΩx
W (x)uΩx

=
NT (x)uΩx

=
∑nx

j=1Nj(x)uj
(15)

Aśı, análogamente a la interpolación del tipo ele-
mentos finitos, la aproximación se puede hacer en térmi-
nos de las funciones de forma definidas en el sentido de
mı́nimos cuadrados móviles (MLS), calculadas como:

NT (x) = pT (x)M−1(x)PΩx
W (x) (16)

3.1. La base de funciones

La base de funciones p (x) tiene un papel crucial
en la precisión de la aproximación por mı́nimos cuadra-
dos móviles. En [30] se presentan una serie de ensayos
numéricos que muestran que para una base de polino-
mios de orden r, el orden nominal de precisión en el
cálculo de las derivadas de orden s es aproximadamen-
te (r − s + 1). La aproximación MLS es capaz de re-
construir exactamente cualquier combinación lineal de
funciones incluidas en la base, por lo que es de gran im-
portancia elegirla de manera adecuada . Normalmente
se utilizan bases de funciones polinómicas, aunque es
posible utilizar también otras bases de funciones [33].

El concepto de completitud se refiere a la capacidad
de un esquema para reproducir exactamente polinomios
y sus derivadas sucesivas. Aśı, por ejemplo, una base
polinómica que da lugar a esquemas que proporcionan
completitud cuadrática es

p(x) =
(
1, x, y, z, xy, xz, yz, x2, y2, z2

)
(17)
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siendo (x, y, z) las coordenadas cartesianas del vector
(x).
Para obtener una reconstrucción cúbica, habŕıa que añadir
los términos de tercer orden:(
x2y, x2z, y2x, y2z, z2x, z2y, xyz, x3, y3, z3

)
(18)

La relación entre el método MLS y otros como el Re-
producing Kernel Particle Method (RKPM) es muy es-
trecha [21]. Una de las mejoras que introduce el RKPM
es definir localmente y escalar los monomios que forman
la base. Esta modificación hace que se mejore mucho el
condicionamiento de la matriz de momentos. De este
modo, si las funciones de forma N(x) se van a evaluar
en un punto xI , la base de funciones (17) se evalúa

en p
(
x− xI
h

)
. Por tanto, la expresión (16) se puede

escribir de la siguiente forma:

NT (xI) = pT (0)M−1(xI)PΩxI
W (xI) = pT (0)C(xI)

(19)

siendo

C(xI) = M−1(xI)PΩxI
W (xI) (20)

3.2. Cálculo de derivadas

Las derivadas de la función u(x) se obtienen de for-
ma aproximada a partir de las derivadas de la función
û(x) de forma

∂u

∂xα
≈ ∂û(x))

∂xα

∣∣∣∣
x=xI

=
nxI∑
j=1

∂N j(x)
∂xα

∣∣∣∣∣∣
x=xI

uj (21)

∂2u

∂xα∂xβ
≈ ∂2û(x)
∂xα∂xβ

∣∣∣∣
x=xI

=
nxI∑
j=1

∂2N j(x)
∂xα∂xβ

∣∣∣∣∣∣
x=xI

uj

(22)

∂3u

∂xα∂xβ∂xγ
≈ ∂3û(x)
∂xα∂xβ∂xγ

∣∣∣∣
x=xI

=
nxI∑
j=1

∂3N j(x)
∂xα∂xβ∂xγ

∣∣∣∣∣∣
x=xI

uj

(23)

donde los sub́ındices α, β, γ vaŕıan desde 1 hasta 3. Las
derivadas de las funciones de forma MLS se pueden ob-
tener derivando la expresión (19):

∂NT (x)
∂xα

=
∂pT (0)
∂xα

C(x) + pT (0)
∂C(x)
∂xα

(24)

∂2NT (x)
∂xα∂xβ

=
∂2pT (0)
∂xα∂xβ

C(x) + pT (0)
∂2C(x)
∂xα∂xβ

+

+
∂pT (0)
∂xα

∂C(x)
∂xβ

+
∂pT (0)
∂xβ

∂C(x)
∂xα

(25)

∂3NT (x)
∂xα∂xβ∂xγ

=

∂3pT (0)
∂xα∂xβ∂xγ

C(x) +
∂2pT (0)
∂xα∂xβ

∂C(x)
∂xγ

+
∂2pT (0)
∂xα∂xγ

∂C(x)
∂xβ

+

+
∂pT (0)
∂xα

∂2C(x)
∂xβ∂xγ

+
∂2pT (0)
∂xβ∂xγ

∂C(x)
∂xα

+
∂pT (0)
∂xβ

∂2C(x)
∂xα∂xγ

+

+
∂pT (0)
∂xγ

∂2C(x)
∂xα∂xβ

+ pT (0)
∂3C(x)

∂xα∂xβ∂xγ

(26)

Con el fin de reducir el esfuerzo de cálculo de las
derivadas de las funciones de forma, es posible utilizar
“derivadas difusas”. Las derivadas difusas resultan de
no considerar las derivadas sucesivas de la matriz C(x)
dada por la ecuación (20). Aśı, las derivadas primeras
y segundas “completas” de las funciones de forma se
aproximan por medio de las derivadas difusas siguien-
tes:

∂NT (x)
∂xα

≈ ∂pT (0)
∂xα

C(x) (27)

∂2NT (x)
∂xα∂xβ

≈ ∂2pT (0)
∂xα∂xβ

C(x) (28)

Los resultados obtenidos con esta técnica son casi
tan precisos como con la utilización de las derivadas
completas. Además se puede demostrar [34] que las de-
rivadas difusas convergen de modo óptimo a las deriva-
das exactas. Debido al hecho de haber escalado local-
mente los monomios de la base polinómica, el término
pT (0) y sus derivadas sucesivas van a ser vectores con
sólo un término no nulo, que tendrá un valor constante
de 1 en el caso de pT (0) y será dependiente de h para

sus derivadas. Por ejemplo, el valor de
∂pT (0)
∂xα

será:

∂pT (0)
∂xα

=
(

0,
1
h
, 0, 0, . . . , 0

)
(29)

por lo que las derivadas difusas de las funciones de for-
ma se obtienen directamente a partir de las filas de
C(x) multiplicadas por parámetros dependientes de la
longitud de suavizado h. En este trabajo se han calcula-
do las derivadas primeras con su expresión “completa”,
mientras que para las derivadas de orden superior se
han utilizado derivadas difusas.
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3.3. Las funciones de ponderación (funciones kernel)

El objetivo del kernel es la de ponderar la importan-
cia de cada punto que interviene en la interpolación. Los
kernels que se emplean más frecuentemente son splines
y funciones exponenciales [35]. Aśı, uno de los kernels
más utilizado es el spline cúbico:

W (s) =


1− 3

2
s2 +

3
4
s3 s ≤ 1

1
4

(2− s)3 1 < s ≤ 2

0 s > 2

(30)

siendo s =
∣∣x−xI

h

∣∣. Las funciones kernel están definidas
en un soporte compacto, limitado por la longitud de
suavizado (smoothing length) h. En un problema bidi-
mensional, si la misma longitud de suavizado se utiliza
para cada dirección, el soporte será un ćırculo de radio
2h (ver Figura 3), mientras que en el caso tridimen-
sional, seŕıa una esfera. Es posible utilizar diferentes
longitudes de suavizado para cada dirección, y en ese
caso, el kernel debe definirse de algún modo. Aśı, si se
define el kernel como el producto de los kernels de cada
dirección, se obtiene un rectángulo en 2D (ver Figu-
ra 4) y un prisma en 3D. Otros tipos de definiciones
son posibles, pudiéndose obtener otras geometŕıas (por
ejemplo kerneles eĺıpticos). También es posible utilizar
un kernel para una dirección y otros diferentes para el
resto de direcciones. El uso de kernels anisótropos es re-
comendable en el caso de distribuciones de nodos muy
diferentes en cada dirección. Por ejemplo, en el caso de
capas ĺımite la discretización espacial se lleva a cabo re-
finando mucho más la dirección normal a la pared que
las otras direcciones. En estos casos la aplicación de un
kernel isótropo provoca un mal condicionamiento de la
matriz de momentos, pudiendo suceder que M no sea
invertible, o que su cálculo presente errores inacepta-
bles.

En los siguientes apartados se presenta la metodo-
loǵıa haciendo uso de un kernel no isótropo.

Figura 3. Soporte compacto Ωx centrado en P

Figura 4. Soporte rectangular, obtenido a partir de
diferentes longitudes de suavizado, y tomando el kernel
como el producto de los kernels en cada dirección

3.3.1. Caso bidimensional

En este caso, se calculan los ejes principales de iner-
cia de la nube de puntos. La dirección de estos ejes
(Figura 5) se puede encontrar mediante

tan(2α) =
2Ixy

Ixx − Iyy
(31)

por lo que, haciendo un cambio de coordenadas, con
β = −α:

x∗ =
(

cosβ − sinβ
sinβ cosβ

)
x (32)

se obtienen las longitudes de suavizado en cada una de
las nuevas direcciones:

hx∗ = κx máx (‖xj − xI‖) j = 1, . . . , nxI

hy∗ = κy máx (‖yj − yI‖) j = 1, . . . , nxI
(33)

Figura 5. Orientación de los ejes de inercia en 2D

El kernel rectangular vendrá dado por:

W = Wx∗Wy∗ (34)
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En consecuencia, las derivadas en coordenadas glo-
bales pueden escribirse como:


∂N
∂x

∂N
∂y

 =
(

cosβ − sinβ
sinβ cosβ

)
∂N
∂x∗

∂N
∂y∗

 (35)

mientras que las derivadas segundas vienen dadas por
la expresión:


∂2N
∂x2

∂2N
∂x∂y

∂2N
∂y∂x

∂2N
∂y2

 =
(

cosβ − sinβ
sinβ cosβ

)


∂2N
∂x∗2

∂2N
∂x∗∂y∗

∂2N
∂y∗∂x∗

∂2N
∂y∗2


(

cosβ − sinβ
sinβ cosβ

) (36)

La obtención de las derivadas de órdenes más elevados
es directa.

En el caso de kernels que no sean isótropos, la ma-
triz de momentos está peor condicionada que en el ca-
so isótropo. Aśı, para realizar la inversión de M en la
práctica, se hace necesario necesario emplear métodos
especiales, como el método SVD (Singular Value De-
composition).

3.3.2. Caso tridimensional

El procedimiento para construir kernels tridimen-
sionales es el mismo que para el caso bidimensional.
En el caso de utilizar un kernel no isótropo basado en
splines la implementación en ordenador es un poco más
laboriosa debido a la necesidad de calcular los ejes de
inercia de cada nube de puntos [30, 36]. Sin embargo,
la utilización de un kernel exponencial (37) facilita en
gran medida la implementación del código, y presenta
una mayor robustez en mallados no estructurados:

W (x, x′, κ) =
e−( s

c )2

− e−( dm
c )2

1− e−( dm
c )2 (37)

con s = |x− x∗|, dm = max (|xi − x′|), i = 1, · · · , nxI
,

c = dm

2κ . Además κ es un parámetro de forma y x′ es
un punto de referencia alrededor del cual se centra la
función kernel. El kernel en tres dimensiones se obtie-
ne multiplicando los kernels unidimensionales en cada
dirección:

W (x,x′, κx, κy, κz) =
W (x, x′, κx)W (y, y′, κy)W (z, z′, κz)

(38)

El kernel en dos dimensiones se construye de forma
análoga.

Es posible que los parámetros de forma en cada di-
rección (κx, κy κz) sean diferentes, construyéndose de
este modo un kernel no isótropo.

4. APLICACIÓN A LAS ECUACIONES DE
NAVIER-STOKES

El método FV-MLS combina la utilización de técni-
cas de aproximación MLS con un esquema de alto orden
de volúmenes finitos del tipo de Godunov generalizado,
aplicable a mallas no estructuradas. Como ya se ha co-
mentado, la obtención de altos órdenes en estas mallas
con esquemas tradicionales de volúmenes finitos está li-
mitado por el cálculo de los gradientes y de las derivadas
sucesivas. La utilización del esquema MLS permite su-
perar esta limitación, dado que permite la obtención de
buenas aproximaciones a partir de conjuntos de puntos
dispersos. Aśı, en el ámbito de la Mecánica de Fluidos
Computacional, el método FV-MLS utiliza la aproxi-
mación MLS para el tratamiento de:

Flujos no viscosos: Cálculo de gradientes y derivadas
sucesivas para la extrapolación de los valores de las
variables a las interfaces entre volúmenes de control.
Con estas derivadas se consigue una reconstrucción
de alto orden de las variables en cada celda, median-
te el uso de desarrollos polinómicos de Taylor. Los
puntos donde se evaluarán las funciones de forma
MLS van a ser los centroides de las celdas.
Flujos viscosos: Los flujos viscosos se obtienen di-
rectamente en la interfaz. Como se verá posterior-
mente, este enfoque permite una discretización más
precisa y mucho más clara de los términos difusivos
que las empleadas habitualmente por otros méto-
dos de alto orden. Los puntos donde se evaluarán
las funciones de forma MLS van a ser los puntos
de integración en las interfaces de los volúmenes de
control.

4.1. Ecuaciones de Navier-Stokes y modelo numérico

Las ecuaciones de Navier-Stokes tridimensionales es-
critas en forma conservativa son:

∂U

∂t
+
∂
(
F x − F Vx

)
∂x

+
∂
(
F y − F Vy

)
∂y

+
∂
(
F z − F Vz

)
∂z

= 0

(39)
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siendo

U =


ρ

ρvx
ρvy
ρvz
ρE

 (40)

F x =


ρvx

ρv2
x + p

ρvxvy
ρvxvz
ρvxH

 F y =


ρvy
ρvxvy
ρv2
y + p

ρvyvz
ρvyH

 F z =


ρvz
ρvxvz
ρvyvz
ρv2
z + p

ρvzH


(41)

F Vx =


0
τxx
τxy
τxz

vxτxx + vyτxy + vzτxz − qx



F Vy =


0
τxy
τyy
τyz

vxτxy + vyτyy + vzτyz − qy



F Vz =


0
τxz
τyz
τzz

vxτxz + vyτyz + vzτzz − qz



(42)

con

ρE = ρe+
1
2
ρ (v · v) (43)

H = E +
p

ρ
(44)

y

τxx = 2µ
∂vx
∂x
− 2

3
µ

(
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

)
τyy = 2µ

∂vy
∂y
− 2

3
µ

(
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

)
(45)

τzz = 2µ
∂vz
∂z
− 2

3
µ

(
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

)
(46)

τxy = µ

(
∂vx
∂y

+
∂vy
∂x

)
τxz = µ

(
∂vx
∂z

+
∂vz
∂x

)
τyz = µ

(
∂vy
∂z

+
∂vz
∂y

)
(47)

F = (F x,F y,F z) es el flujo no viscoso, y FV =(
F Vx ,F

V
y ,F

V
z

)
el flujo viscoso. U es el vector de va-

riables conservativas, v = (vx, vy, vz) es la velocidad,
µ es la viscosidad efectiva del fluido, H es la entalṕıa,
E es la enerǵıa total, e es la enerǵıa interna y ρ es la
densidad.

El flujo térmico q = (qx, qy, qz), se calcula mediante
la ley de Fourier:

qx = −λ∂T
∂x

qy = −λ∂T
∂y

qz = −λ∂T
∂z

(48)

Se asume que la viscosidad depende de la tempera-
tura, y que esta dependencia sigue la ley de Sutherland:

µ = µ∞
Tref + S0

T + S0

(
T

Tref

)1,5

(49)

donde el sub́ındice ref se refiere a un valor de referencia
y S0 = 110,4K es una constante emṕırica (Temperatura
de Sutherland).

Las ecuaciones de Euler se obtienen despreciando el
efecto de la viscosidad, con lo que resultan de considerar
nulos los flujos viscosos, es decir, FV = (0, 0, 0)
La ecuación a resolver es la que resulta de aplicar la
discretización resultante de la aplicación del método de
volúmenes finitos:

VI
∂U I

∂t
=

nedgeI∑
iedge=1

ngauI∑
igau=1

[(
FV −F

)
· n
]
igau
Wigau

(50)

en la ecuación (50), VI es el área (en 2D) o el volumen
(en 3D) del volumen de control I, nedgeI es el número
de aristas (2D) o caras (3D) de I, U I es el valor medio
de U en I (asociado al centroide), ngauI es el núme-
ro de puntos de cuadratura y Wigau son los pesos de
integración.

En este trabajo se han usado tres puntos de cuadra-
tura en la interfaz, utilizando la reconstrucción MLS
cúbica.

4.2. La nube de puntos

Al combinar el método MLS con un esquema de
volúmenes finitos, es necesario definir los puntos que
van a intervenir en la reconstrucción MLS. El método
MLS es capaz de reconstruir una función a partir de
una nube de puntos dispersos, ya que se trata de un
método de aproximación “sin malla”. Por otro lado, el
método FV-MLS, al estar basado en un esquema del ti-
po volúmenes finitos, necesita una malla y los valores de
las variables van a calcularse o bien en los centroides de
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cada celda o bien en los vértices, según sea el esquema
de volúmenes finitos empleado. En este caso, el esquema
que se ha utilizado calcula los valores de las variables
conservadas en cada centroide. Aśı, los centroides van a
ser los puntos que conforman las diferentes nubes para
la aplicación del método MLS.

Para llevar a cabo los cálculos, es necesario definir
una serie de plantillas (stencils) que determinen la nube
de nodos para cada punto donde se evalúa la aproxima-
ción. Si las nubes de vecinos no cambian en el tiempo,
sólo es necesario realizar la construcción de las plan-
tillas una vez, como parte del preproceso. Para evitar
que la matriz de momentos M sea singular o esté mal
condicionada, la nube de puntos vecinos debe cumplir
ciertos requisitos. Aśı, el número de vecinos debe ser
superior a m (el número de funciones de la base). En la
práctica, el número de vecinos se toma un poco mayor
que m. Es importante recordar que el tamaño de M
no depende del número de vecinos incluidos en la nube,
sino del número de funciones de la base. Por otra parte,
la nube debe ser lo más compacta posible para evitar la
influencia de puntos excesivamente alejados del punto
de evaluación y mantener el carácter local y la eficiencia
del esquema.

En las Figuras 6 y 7 se muestran las plantillas uti-
lizadas para los casos bidimensionales. Es posible apre-
ciar en ellas que en las plantillas de los puntos próximos
a la pared se han añadido una serie de celdas fantasma.
Estas celdas tienen sus centroides situados en los pun-
tos medios de los lados sobre el contorno e intervienen
en la reconstrucción como un punto más de la nube. Su
función es la de mejorar la imposición de las condiciones
de contorno, y su valor se obtiene extrapolando desde
las celdas adyacentes o imponiendo en ellos el valor de
las condiciones de contorno, si eso fuera posible.High-order Finite Volume methods and multiresolution reproducing kernels 35

Figure 13. p = 3 MLS stencil: centroids.

Figure 14. p = 3 MLS stencil: quadrature points on edges.

MLS stencils associated to all the edges of cell I. Figure 15 (right) depicts the p = 3
viscous stencil for interior cells, which comprises 21 cells. This is the stencil of a fourth
order scheme for elliptic problems. The full stencil for Navier-Stokes computations coincides
with the inviscid one, as the latter includes the viscous stencil as a subset. Note that, quite
the opposite to what is usually thought about finite volume schemes, this stencil is actually
quite compact. In the examples section we present a comparison with the DG stencil for

Figura 6. Plantilla para la aproximación MLS. Eva-
luación en los centroides: puntos interiores y paredes

En el caso tridimensional las plantillas siguen el mis-
mo esquema. En el caso de celdas adyacentes a la pared,
se buscan las celdas vecinas más cercanas hasta com-

High-order Finite Volume methods and multiresolution reproducing kernels 35

Figure 13. p = 3 MLS stencil: centroids.

Figure 14. p = 3 MLS stencil: quadrature points on edges.

MLS stencils associated to all the edges of cell I. Figure 15 (right) depicts the p = 3
viscous stencil for interior cells, which comprises 21 cells. This is the stencil of a fourth
order scheme for elliptic problems. The full stencil for Navier-Stokes computations coincides
with the inviscid one, as the latter includes the viscous stencil as a subset. Note that, quite
the opposite to what is usually thought about finite volume schemes, this stencil is actually
quite compact. In the examples section we present a comparison with the DG stencil for

Figura 7. Plantilla para la aproximación MLS. Eva-
luación en las aristas: puntos interiores y paredes

pletar el número de celdas requerido para que la matriz
de momentos M esté bien condicionada.

Aunque el empleo de nubes adaptables (tipo ENO)
es posible, en este trabajo sólo se han empleado nubes
fijas, definidas en el preproceso. Una vez determinado
el conjunto de celdas que forman la nube de puntos
para la utilización del método MLS, se puede obtener
la longitud de suavizado h que define la medida del
soporte compacto del kernel. Ésta es proporcional a la
máxima distancia entre el punto de evaluación xI y los
nodos de la nube:

h = k max (‖x− xI‖) (51)

Los valores de k más adecuados están entre 0.52 y
0.7, si se usa como kernel el spline cúbico (30). Con el
kernel exponencial (37), se ha tomado el valor k = 1.
Estos valores no tienen por qué ser los mismos para
las nubes definidas para los centroides (empleadas para
los términos hiperbólicos) y las definidas para los pun-
tos de integración en las interfaces (empleadas para los
términos viscosos) que se muestran en la Figura 7. La
elección del valor de k, aśı como de los valores de los
parámetros de forma κ en el caso del kernel exponen-
cial, tiene influencia sobre las propiedades de dispersión
y disipación de la metodoloǵıa de volúmenes finitos con
interpolación basada en esquemas de mı́nimos cuadra-
dos móviles [37].
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4.3. La aproximación MLS

Los esquemas de alto orden estándar se construyen
mediante la sustitución de una representación constan-
te de la solución dentro de cada volumen de control por
una representación continua (normalmente polinomial)
de las variables del flujo en el interior de cada celda.
Debido al hecho de que las variables reconstruidas con-
tinúan siendo discontinuas en la interfaz de las celdas,
la discretización de los términos viscosos debe realizarse
con precaución.

Este procedimiento es muy diferente al del método
FV-MLS, que trabaja con valores puntuales de las va-
riables conservadas, asociadas con los centroides de las
celdas. La representación espacial dada por la aproxi-
mación MLS es continua y de un alto orden de precisión.
De este modo la aproximación de los términos eĺıpticos
(por ejemplo, los términos viscosos en las ecuaciones de
Navier-Stokes) es directa. Esta facilidad para la apro-
ximación de los términos viscosos representa una gran
ventaja frente a métodos como el de Galerkin Disconti-
nuo, en el que la discretización de los términos viscosos
es problemática al tratarla de manera discontinua.

El tratamiento de los términos hiperbólicos es dife-
rente. En este caso, se rompe la representación continua
de la solución para obtener una representación continua
en cada celda mediante el uso de series de Taylor. De
este modo se obtiene un método que puede aprovechar
el buen funcionamiento de la técnica de volúmenes fini-
tos con los términos hiperbólicos (ya que es un método
tipo Godunov generalizado) pero que presenta una dis-
cretización mucho más clara y precisa de los términos
eĺıpticos, al mantener la representación continua de es-
tos términos. En las secciones siguientes se muestra en
detalle cómo se realiza el proceso de reconstrucción.

Es importante destacar el hecho de que al utilizar
aproximaciones MLS las derivadas se calculan a par-
tir de puntos situados en todas las direcciones (en una
celda interior estándar). De esta forma, a diferencia de
la metodoloǵıa de cálculo de derivadas utilizado tradi-
cionalmente en esquemas MUSCL, la información no
proviene sólo de una dirección. Esto implica una preci-
sión mucho mayor de las derivadas calculadas mediante
MLS. Por otra parte, es conocido el hecho de que, en
el caso de ondas propagándose en direcciones oblicuas
a la malla, el caracter unidimensional en el cálculo de
las derivadas introduce disipación adicional. El carácter
multidimensional de las derivadas calculadas a partir de
las aproximaciones MLS reduce la disipación adicional
introducida en estos casos.

4.4. Cálculo de Flujos

4.4.1. Flujos no viscosos

Para aplicar un esquema de volúmenes finitos es pre-
ciso un método de reconstrucción para evaluar las va-
riables en los puntos de integración en las interfaces de
cada volumen de control. Una forma común de realizar
esta reconstrucción es mediante el empleo de series de
Taylor. Aśı, la reconstrucción lineal de las variables con-
servadas en el interior de cada celda I se puede expresar
como:

U(x) = U I + ∇U I · (x− xI) (52)

U I es el valor medio de U en la celda I (valor asocia-
do al centroide), xI denota las coordenadas cartesianas
del centroide y ∇U I es el gradiente de la variable en
el centroide. Se asume que el gradiente es constante en
cada celda, y que la variable reconstruida es disconti-
nua entre dos celdas. Las derivadas necesarias para la
reconstrucción se calculan empleando el método MLS.
Con esta operación se rompe la continuidad de la repre-
sentación espacial de la variable dada por los centroides
de las celdas.
Análogamente, la reconstrucción cuadrática viene dada
por:

U(x) = U I +∇U I · (x−xI) +
1
2

(x−xI)THI(x−xI)

(53)

dondeHI es la matriz hessiana evaluada en el centroide
de la celda I.

Para una reconstrucción cúbica:bye

U(x) = U I+∇U I ·(x−xI)+
1
2

(x−xI)THI(x−xI)+

+
1
6
∆2xTI T I (x− xI) (54)

con

∆2xTI =
(

(x− xI)2 (y − yI)2 (z − zI)2
)

(55)

T I =



∂3U I

∂x3 3 ∂
3U I

∂x2∂y
3 ∂

3U I

∂x2∂z

3 ∂
3U I

∂x∂y2
∂3U I

∂y3 3 ∂
3U I

∂y2∂z

3 ∂
3U I

∂x∂z2 3 ∂
3U I

∂y∂z2
∂3U I

∂z3


(56)

Como ya se ha comentado, en problemas no esta-
cionarios es necesario modificar la reconstrucción para
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expresarla en términos de valores promedios. Aśı, se
introducen términos adicionales en (53) y (54) que ase-
guran la conservación de la media:

1
VI

∫
x∈ΩI

U(x)dΩ = U I (57)

siendo VI el área del volumen de control en el caso bi-
dimensional y su volumen en el caso tridimensional. De
este modo, la reconstrucción cuadrática para problemas
no estacionarios se puede escribir como:

U(x) = U I + ∇U I · (x− xI) +

+ 1
2 (x− xI)THI(x− xI)

− 1
2VI

[
Ixx

∂2U

∂x2
+ 2Ixy

∂2U

∂x∂y
+ 2Ixz

∂2U

∂x∂z
+

+ 2Iyz
∂2U

∂y∂z
+ Iyy

∂2U

∂y2
+ Izz

∂2U

∂z2

]
(58)

con:

Ixx =
∫
Ω

(x− xI)2dΩ,

Iyy =
∫
Ω

(y − yI)2dΩ,

Izz =
∫
Ω

(z − zI)2dΩ

Ixy =
∫
Ω

(x− xI)(y − yI)dΩ,

Ixz =
∫
Ω

(x− xI)(z − zI)dΩ

Iyz =
∫
Ω

(y − yI)(z − zI)dΩ

(59)

La incorporación de estos términos no reduce el orden
de la aproximación dada por (53), y permite obtener
una reconstrucción basada en promedios en lugar de en
valores puntuales. De este modo es posible la utilización
de la técnica de mass lumping. En el caso de problemas
no estacionarios permite alcanzar hasta tercer orden.

Las derivadas de las variables se calculan directa-
mente en los centroides de las celdas, mediante MLS.
Aśı los gradientes de una función vectorial U se escri-
ben como:

∇U I =
nxI∑
j=1

U j∇Nj(xI)

mientras que las derivadas segunda y tercera se obtie-
nen de:

∂2U I

∂x2
=

nxI∑
j=1

U j
∂2Nj(xI)
∂x2

∂2U I

∂x∂y
=

nxI∑
j=1

U j
∂2Nj(xI)
∂x∂y

∂2U I

∂y2
=

nxI∑
j=1

U j
∂2Nj(xI)
∂y2

∂3U I

∂x3
=

nxI∑
j=1

U j
∂3Nj(xI)
∂x3

∂3U I

∂x2∂y
=

nxI∑
j=1

U j
∂3Nj(xI)
∂x2∂y

∂3U I

∂x∂y2
=

nxI∑
j=1

U j
∂3Nj(xI)
∂x∂y2

∂3U I

∂y3
=

nxI∑
j=1

U j
∂3Nj(xI)
∂y3

Como se ha visto anteriormente, en lugar de calcu-
lar las derivadas completas es posible la utilización de
derivadas difusas.

Una vez calculado el valor de las variables en los
puntos de integración del contorno de las celdas, se uti-
liza una función de flujo numérico para evaluar los flujos
no viscosos. Aqúı se ha utilizado el flujo de Hänel [38]
para los problemas con ondas de choque y el flujo de
Roe [26] para los problemas sin discontinuidades, ya
que son dos de los más utilizados en la bibliograf́ıa. Sin
embargo, es posible utilizar cualquier otra función de
flujo numérico.

En caso de soluciones que no sean suaves, es decir,
en presencia de ondas de choque, es necesario el uso
de algún método de limitación. En este caso es posi-
ble utilizar cualquiera de las técnicas desarrolladas pa-
ra métodos de volúmenes finitos. La técnica más ha-
bitual en volúmenes finitos es el uso de limitadores de
pendiente (slope limiters). Sin embargo, esta técnica no
es directamente aplicable a métodos numéricos de alto
orden. En la Apartado 5 se presenta una metodoloǵıa
desarrollada por los autores para detección de ondas
de choque, que permite generalizar el uso de los limi-
tadores de pendiente con métodos de orden mayor que
dos.

4.4.2. Flujos viscosos

La discretización de los términos viscosos es pro-
blemática para los métodos que emplean aproximacio-
nes polinomiales continuas a trozos. En los términos
hiperbólicos tiene sentido hablar de una dirección de
propagación de la información, que permite plantear un
problema de Riemann a ambos lados de la interfaz y de-
finir un único valor del flujo. Sin embargo, en el caso de
los términos viscosos, de carácter eĺıptico, esto no es po-
sible. Aśı, por ejemplo, los esquemas de segundo orden
emplean a menudo la media de las derivadas de las va-
riables del flujo a cada lado de la interfaz para calcular
los flujos viscosos. Esto no es aceptable para aproxima-
ciones de orden más elevado. Métodos del tipo Galerkin
Discontinuo (DG), recurren a descomponer el sistema
de segundo orden original en otro de primer orden. El
problema de esta aproximación radica en la introduc-
ción de grados de libertad adicionales. Además, aparece
la necesidad de introducir un nuevo flujo numérico, cuya
definición plantea problemas teóricos y que constituye
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una de las diferencias entre unos métodos DG y otros.
El método FV-MLS realiza una reconstrucción centrada
de los flujos viscosos en los puntos de integración de las
interfaces, usando la información de las celdas vecinas
mediante el empleo del método MLS. Es importante
remarcar que esta reconstrucción es continua y de alto
orden.

La evaluación de las tensiones viscosas (47) requiere
interpolar el vector velocidad v = (vx, vy), la tempera-
tura T , y sus gradientes correspondientes ∇v y ∇T , en
cada punto de integración xiq. Mediante el uso de las
funciones de forma MLS, éstos pueden obtenerse como:

viq =
niq∑
j=1

vjNj(xiq), Tiq =
niq∑
j=1

TjNj(xiq) (60)

y

∇viq =
niq∑
j=1

vj ⊗∇Nj(xiq), ∇Tiq =
niq∑
j=1

Tj∇Nj(xiq)

(61)

donde niq es el número de centroides vecinos (que per-
tenecen a la nube de puntos del punto de integración
iq). Los flujos difusivos se evalúan entonces mediante la
ecuación (42).
Aśı, este método permite que el orden de la recons-
trucción de los términos viscosos sea el mismo que el
obtenido en la reconstrucción de los flujos no viscosos
[23].

Es importante remarcar que en mallas fijas, el cálcu-
lo de las funciones de forma MLS y de sus derivadas se
realiza sólo una vez, al principio de los cálculos y como
parte del preproceso. Esto implica que el coste adicional
de cálculo es reducido. De este modo, el coste adicional
en el cálculo de las derivadas se reduce a realizar la ope-
ración dada por la ecuación (21), que implica N × nxI

productos y N×nxI
sumas adicionales por cada deriva-

da de cualquier orden (nxI
es el número de elementos

en cada plantilla). Cabe mencionar que el orden del
esquema es aumentado sin incrementar el número de
grados de libertad. Los resultados, en términos de pre-
cisión, son comparables a los obtenidos con el método
de Galerkin discontinuo [23].

5. APLICACIÓN DE FILTROS MLS PARA
LA DETECCIÓN DE ONDAS DE CHOQUE

La aparición de ondas de choque es un fenómeno
frecuente en problemas de flujo compresible, y repre-
sentan un problema añadido a la simulación de tales

flujos. El teorema de Godunov establece que no es po-
sible la existencia de métodos lineales que sean monóto-
nos y de orden mayor que uno, por lo que es necesario
recurrir a técnicas especiales para la resolución de pro-
blemas en los que aparezcan fuertes gradientes, como
es el caso de las ondas de choque. En los apartados an-
teriores se ha presentado la formulación de un método
de alto orden para la simulación de flujo compresible.
Sin embargo, para poder aprovechar toda su precisión
en flujos en los que se presenten ondas de choque, es ne-
cesario introducir alguna técnica para que el esquema
numérico mantenga su estabilidad y conserve su preci-
sión. Entre las técnicas posibles para la resolución de
flujos con ondas de choque con esquemas lineales están
la introducción de disipación artificial o la construcción
de métodos TVD (Total Variation Diminishing) [46].
Un enfoque diferente lo dan los métodos ENO (Essen-
tially Non-Oscillatory) y WENO (Weighted Essentially
Non-Oscillatory) [13,14], en los que se escoge el stencil
que menos oscile entre todos los posibles, o una combi-
nación convexa de ellos.

La aplicación de limitadores de pendiente (slope li-
miters), ha demostrado ser una técnica robusta y que
ha dado buenos resultados prácticos. Normalmente se
han diseñado para aproximaciones de segundo orden, y
limitan la reconstrucción de la siguiente forma:

U(x) = U I + χI∇U I · (x− xI) (62)

siendo χI un valor entre 0 y 1 que se calcula con algún
algoritmo de limitación de pendiente. La extensión más
directa de esta técnica a reconstrucciones de Taylor de
orden más alto consiste en utilizar el mismo valor de χI
para limitar todas las derivadas:

U(x) = U I + χI (∇U I · (x− xI) + ...) (63)

Sin embargo, la aplicación del coeficiente de limita-
ción (χI) (desarrollado para limitar las primeras deriva-
das) a las derivadas de orden superior presenta proble-
mas, que pueden dar lugar a anomaĺıas en los resultados
de la simulación.

Aśı, si se quiere utilizar este tipo de métodos con
esquemas de orden elevado, es necesario introducir me-
joras en las técnicas de limitación. Un posible procedi-
miento consiste en la utilización selectiva del proceso de
limitación en aquellos puntos en los que sea necesario.
En el resto de puntos se continuará con el esquema de
alto orden. Este enfoque requiere el desarrollo de técni-
cas de detección, que indiquen los puntos en los que se
activará la limitación.

Una posible v́ıa consiste en el desarrollo de métodos
que indiquen la regularidad de la solución. Aśı, el de-
tector ha de ser capaz de indicar la presencia de fuertes
gradientes en la solución que serán los puntos en los
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que se aplique la limitación. Un indicador de regulari-
dad puede construirse mediante el uso de las funciones
de forma MLS, aprovechando sus propiedades multies-
cala. Aśı, una propiedad interesante de las aproximacio-
nes MLS es su conexión con wavelets, donde se utiliza
para estimación de error y adaptatividad [47]. Las wa-
velets se definen por medio de una función wavelet (Ψ)
y una función de escala. Es posible definir una función
wavelet a partir de las funciones de forma MLS.

Cuando se realiza una aproximación MLS:

uh(x) =
nI∑
j=1

ujN
h
j (x) (64)

la solución aproximada uh conserva todas las resolu-
ciones y las propiedades de la solución u(x), hasta la
escala h (longitud de suavizado). Aśı, es posible ver a
las funciones de forma MLS como la función de escala y
a h como el parámetro de escala. Un valor de h más pe-
queño implica una solución de u(x) de escala más fina.
A continuación se expondrá cómo obtener una función
wavelet a partir de las funciones de forma MLS.

Se considera una función u(x), y se definen dos con-
juntos de funciones de forma MLS Nh(x) y N2h(x),
calculados con longitudes de suavizado diferentes h y
2h (o con dos parámetros de forma κx diferentes). Se
obtiene aśı una aproximación con escala h y otra con
escala 2h (o escala κH y escala κL, correspondiendo el
primero a la aproximación de mayor resolución y κL
a la aproximación de menor resolución). Como hemos
preferido utilizar el kernel exponencial, la exposición se
realiza en términos de κH y κL. Aśı, el parámetro de
escala de la función wavelet será el parámetro de forma
κ. En el caso de utilizar el kernel basado en el spline
cúbico sólo hay que cambiar κH por h y κL por 2h:

De este modo, las reconstrucciones MLS de U con
diferente nivel de resolución se escriben como;

UκH (x) =
nI∑
j=1

U jN
κH
j (x), UκL(x) =

nI∑
j=1

U jN
κL
j (x)

(65)

en donde se recuerda que la aproximación de escala κH
se corresponde con la aproximación de alta resolución,
y la aproximación de escala κL se corresponde con la
aproximación de baja resolución.

Aśı, la función wavelet puede escribirse como:

Φ(x) = NκH (x)−NκL(x) (66)

Por otro lado, la solución de escala κH puede es-
cribirse como la suma de la contribución de las escalas
bajas (UκL(x)) y la de las escalas altas (Ψ(x)):

UκH (x) = UκL(x) + Ψ(x) (67)

siendo

Ψ(x) =
nI∑
j=1

U jΦj(x) =
nI∑
j=1

U j(NκH (x)−NκL(x))

(68)

Asimismo, la baja escala UκL(x) podŕıa seguir sien-
do descompuesta empleando el mismo procedimiento.

La función Ψ(x) actúa como un indicador de la
regularidad de U(x). Aśı, cuando Ψ(x) supere cierto
valor, el limitador se activará, permaneciendo desac-
tivado en todos los demás puntos. Este procedimiento
podŕıa ser visto como una generalización para mallas no
estructuradas del filtrado selectivo basado en wavelets
propuesto en [48] para diferencias finitas. De hecho, la
operación realizada en (68) es un filtrado de paso alto.

Sin embargo, surge el problema de definir a partir
de qué valor de Ψ(x) se considera que la solución no es
regular. Aśı, es preciso definir el valor umbral a partir
del cual se activará el limitador. En este trabajo se ha
tomado la densidad como variable de referencia, y se
define el valor umbral en función del gradiente de la
variable de referencia en la celda I.

Tv = Clc |∇ρ|I (AI)
1
d /M (69)

siendo M el número de Mach, AI es el tamaño (área en
2D) del volumen de control I, d es el número de dimen-
siones espaciales del problema, y Clc es un parámetro.
Si Clc = 0, entonces no hay limitación selectiva. Es evi-
dente que a medida que el parámetro Clc se incrementa,
el esquema tenderá a disminuir el número de celdas li-
mitadas. Esto puede causar problemas de estabilidad,
que se resuelven disminuyendo el valor del parámetro.
Lamentablemente, actualmente no es posible estimar a
priori un valor óptimo del parámetro, y dependerá del
problema considerado. Sin embargo, en nuestra expe-
riencia, un valor de Clc = 0,32 es adecuado en términos
de precisión y robustez. Este valor ha sido utilizado en
todos los ejemplos numéricos presentados en este traba-
jo. Una ĺınea actual de investigación de nuestro grupo
consiste en el desarrollo de técnicas de determinación
automática de este coeficiente.

De este modo, el limitador de pendiente se acti-
vará cuando se verifique:

|Ψρ| =

∣∣∣∣∣∣
nI∑
j=1

ρj(NjκH (x)−NjκL(x))

∣∣∣∣∣∣ > Tv (70)

Cuando se aplica un limitador el efecto es el de
transformar las propiedades del esquema numérico en
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las que tendŕıa un esquema de menor orden. Además,
es importante comentar que un menor valor del coefi-
ciente Clc hace que el esquema active el limitador pa-
ra frecuencias más bajas. De este modo, un valor de
Clc = 0 equivale a activar siempre el limitador.

Por motivos de estabilidad, cuando el detector acti-
ve el algoritmo de limitación en una celda determinada,
se activará en todas las celdas de su stencil.

En los ejemplos numéricos de los Subapartados 6.4,
6.5 y 6.6 se ha empleado el limitador de Barth y Jes-
persen [8]. Este método impone monotonicidad en la
solución tras realizar la reconstrucción polinómica en el
interior de cada celda. Para ello se limita el valor del
gradiente y de las derivadas sucesivas de forma que la
reconstrucción no cree ningún nuevo máximo o mı́nimo
según la ecuación (63). Cuando el limitador está activo,
la reconstrucción vuelve a ser de primer orden. Cuando
χI = 0 la limitación es total y el esquema es de primer
orden, mientras que si χI = 1 no hay limitación. Aśı,
la variable U(x) verifica que

Umin ≤ U(x)I ≤ Umax (71)

siendo

Umin = mı́n
j∈AI

(Uj) Umax = máx
j∈AI

(Uj) (72)

en donde AI es el conjunto de los primeros vecinos de la
celda I, siendo posibles otras configuraciones. La con-
dición (71) se impone en los puntos de integración, de
modo que en cada punto de cuadratura se calcula el
valor sin limitar Uqi , y se halla χqI de acuerdo con la
siguiente expresión:

χqI =


mı́n

(
1, U

max−UI

Uq
I−UI

)
UqI − UI > 0

mı́n
(

1, U
min−UI

Uq
I−UI

)
UqI − UI < 0

1 UqI − UI = 0

(73)

Cuando se aplica limitación selectiva, este algoritmo
es aplicado sólo en las celdas en las que se verifica la
expresión dada por (70).

6. EJEMPLOS NUMÉRICOS

A continuación se muestran una serie de ejemplos
numéricos. Con el primero de ellos, la propagación de
un pulso acústico, se comprobará el orden de convergen-
cia del método. Seguidamente se resuelve la ecuación de
onda lineal unidimensional, con la que se examinará la
influencia de los parámetros de la función kernel en las
propiedades del esquema numérico. Además, utilizando
las ecuaciones de Navier-Stokes se resuelve el proble-
ma de dos vórtices rotando en torno al mismo centro,

y se obtiene el campo sonoro producido. Este proble-
ma muestra la precisión y estabilidad de la formulación
propuesta. La baja amplitud de las ondas que forman
el campo sonoro hace que cualquier inestabilidad del
esquema numérico distorsione el campo sonoro.

El caso del flujo subsónico alrededor de un perfil
aerodinámico tiene por finalidad mostrar el incremen-
to en precisión obtenido con la utilización del método
de detección de choques. Finalmente, para mostrar la
efectividad de dicha metodoloǵıa, se muestran ejemplos
de flujo transónico y supersónico.

En todos los ejemplos se ha utilizado un soporte pa-
ra los centroides como el mostrado en la Figura 6, for-
mado por 13 elementos para celdas interiores y 16 (13
elementos + 3 celdas fantasma) para las celdas próxi-
mas a la pared. En el caso de los flujos viscosos se han
usado soportes como los utilizados en la Figura 7.

6.1. Propagación de un pulso acústico

A continuación, como comprobación del orden de
convergencia se resuelve el problema de la propagación
de un pulso acústico, con el método FV-MLS de tercer
orden.

Las ecuaciones de Euler se resuelven en el cuadrado
[−50, 50]× [−50, 50], que es lo suficientemente extenso
como para evitar los efectos de las reflexiones en los
contornos en el instante de tiempo en el que se realiza
la comparación.

La solución inicial está dada por:

ρ = 1 (74)

p0 = 1/γ (75)

p = p0 + ε1 · e−α1r
2

(76)

vx = vy = 0 (77)

donde vx, vy son las componentes de la velocidad, p es
la presión, ρ es la densidad, ε1 = 0,01 es la amplitud del
pulso y r es la distancia desde el origen de coordenadas.

El parámetro α1 =
ln 2
b2

está relacionado con la mitad
del ancho de la curva gaussiana, b, que se toma como
b = 3. El sub́ındice 0 indica el estado sin perturbar
en las ecuaciones (75) y (76). La solución anaĺıtica ha
sido deducida en [39] por Tam y Webb, y tiene como
expresión:

p =
ε1

2α1

∫ ∞
0

e

(
−ξ2

4α1

)
cos (ξt) J0 (ξη) ξdξ (78)

donde en este caso η ≡ r, y J0 es la función de Bessel
de orden cero.
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Para la discretización temporal, se ha utilizado un méto-
do Runge-Kutta de cuarto orden:

U1 = Un +
1
3
∆tk1

U2 = Un +
(
k2 −

1
3
k1

)
∆t

U3 = Un + (k1 − k2 + k3)∆t

U (n+1) = Un +
1
8

(k1 + 3k2 + 3k3 + k4)∆t

k1 = L(Un) k2 = L(U1)
k3 = L(U2) k4 = L(U3)

(79)

El paso temporal utilizado se ha escogido lo suficien-
temente pequeño para minimizar los errores debidos a
la discretización temporal. Las caracteŕısticas de con-
vergencia del esquema de volúmenes finitos se evalúan
calculando la norma L2 del error en la presión para un
tiempo adimensional t = 10,606 en una serie de mallas
cartesianas refinadas sucesivamente. Los resultados se
presentan en la Tabla 1, y confirman que el esquema de
volúmenes finitos alcanza la convergencia correcta (de
tercer orden).

Tabla 1. Convergencia espacial del método FV-
-MLS de tercer orden en el problema del pulso
acústico

Malla Error (Norma L2) Ratio

40× 40 7.14 E-05 −
50× 50 4.26 E-05 2.31

60× 60 2.60 E-05 2.71

65× 65 2.07 E-05 2.75

70× 70 1.67 E-05 2.78

75× 75 1.38 E-05 2.84

6.2. Ecuación de onda lineal unidimensional

Para ilustrar le influencia del parámetro de la fun-
ción kernel sobre el funcionamiento del método, presen-
tamos un ejemplo unidimensional. Este ejemplo es el
primer caso del First ICASE/LaRC Workshop on Ben-
chmark Problems in Computational Aeroacoustics [41],
y está diseñado con el fin de evaluar las propiedades
de dispersión y disipación de un método numérico. El
objetivo es resolver la ecuación

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0 (80)

con la siguiente condición inicial

u(x, 0) = 0,5e
[
−ln(2)( x

3 )2
]

(81)

El problema se define con variables adimensionales
con las siguientes escalas:

Escala de longitud = ∆x

Escala de velocidad = c∞(velocidad del sonido am-
biente)

Escala de tiempo =
∆t

c∞
Escala de densidad = ρ∞(densidad ambiente)
Escala de presión = ρ∞c

2
∞

La onda a transportar se puede considerar como la
suma de multitud de ondas armónicas de diferentes fre-
cuencias y amplitudes. Aśı, el esquema va a tener que
resolver ondas de frecuencias muy dispares, y si no es ca-
paz de resolverlas adecuadamente, la solución será una
onda muy distorsionada. El dominio de cálculo se defi-
ne entre −20 ≤ x ≤ 450, y se obtienen resultados para
diferentes instantes de tiempo, t = 100, t = 400.

En las Figuras 8 y 9 se muestra la solución para
varios valores del parámetro de forma κx del kernel ex-
ponencial (37). Se observa el mayor carácter disipativo
de la solución con κx = 4, junto con mayores errores de
dispersión. Aśı, un valor recomendable seŕıa κx = 1, ya
que el valor de κx = 6 marca el ĺımite de estabilidad del
esquema numérico y podŕıa conducir a inestabilidades
en problemas multidimensionales. Un análisis más de-
tallado de la influencia del kernel se puede consultar en
[40]. Por otra parte, cuando se utiliza el spline cúbico,
la variación del parámetro k no tiene tanta influencia en
la solución como en el caso del kernel exponencial. Para
este kernel, un valor de k = 0,6 ó k = 0,7 ofrece resul-
tados óptimos en términos de estabilidad y precisión.
Para este kernel, el ĺımite de estabilidad viene dado por
un valor de k = 0,5.

En problemas de propagación de ondas, la resolu-
ción del esquema numérico es crucial para la obtención
de una solución precisa. Con resolución nos referimos a
que el número de onda modificado del esquema numéri-
co coincida con el número de onda real en el mayor
rango posible del espectro. Aśı, el aumento de orden
del esquema FV-MLS hace que la resolución espectral
aumente y que además la disipación se introduzca en
frecuencias más altas [40]. En la Figura 10 se muestra
una comparativa en t = 100 y t = 400, con ∆x = 1
entre el método FV-MLS de tercer orden y el método
MUSCL de segundo orden con derivadas calculadas me-
diante diferencias centradas de segundo y cuarto orden.
Se muestra también el método FV-MLS de segundo or-
den, que coincide con los resultados obtenidos por el
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Figura 8. Solución FV-MLS de tercer orden al primer ejemplo del First ICASE/LaRC Workshop on Benchmark
Problems in Computational Aeroacoustics para diferentes instantes de tiempo y diferentes valores del parámetro
de forma (κx)del kernel exponencial (37), con CFL = 0,6, ∆x = 1
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Figura 9. Solución FV-MLS de tercer orden al primer ejemplo del First ICASE/LaRC Workshop on Benchmark
Problems in Computational Aeroacoustics para diferentes instantes de tiempo y diferentes valores del parámetro
de forma (k)del kernel spline cúbico, con CFL = 0,6, ∆x = 1
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Figura 10. Primer ejemplo del First ICASE/LaRC Workshop on Benchmark Problems in Computational Aero-
acoustics. Se muestra una comparativa en t = 100 y t = 400, con ∆x = 1 entre el método FV-MLS de tercer orden
(a) (CFL = 0,6, kernel exponencial ) y el método MUSCL con cálculo de derivadas con diferencias centradas de
segundo (b) y cuarto orden (c). Se muestra también el método FV-MLS de segundo orden (d)
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método MUSCL con derivadas de cuarto orden. Sin em-
bargo, esta equivalencia no se mantiene en problemas
multidimensionales. La mejora en los resultados sobre
el método MUSCL es evidente, y es aún más pronun-
ciada en problemas multidimensionales [42].

La menor disipación introducida por el método de
mayor orden hace posible la resolución de problemas en
los que la amplitud de las ondas es muy pequeña, como
por ejemplo en problemas de aeroacústica. Un ejemplo
de problemas de este tipo se muestra en la Subapartado
6.3.

6.3. Dos vórtices rotando en torno al mismo centro

A modo de comprobación del código y de muestra
de las capacidades de cálculo del método FV-MLS de
tercer orden, se muestra un ejemplo numérico. Se calcu-
la la evolución de un par de vórtices idénticos que rotan
en torno al mismo centro en un medio en reposo. Se uti-
liza un método FVMLS de tercer orden, en una malla
no estructurada de unos 48000 elementos, utilizando el
kernel exponencial (38), con κx = κy = 3 para el cálcu-
lo de derivadas para la reconstrucción de Taylor en los
términos hiperbólicos, y κx = κy = 1 para el cálculo
de los flujos viscosos. La configuración del problema se
ha tomado de [43]. Una representación esquemática del
problema se muestra en la Figura 11.

Figura 11. Representación esquemática del problema
de dos vórtices rotando en torno al mismo centro

Los dos vórtices están separados inicialmente una
distancia de 2r0. La distribución inicial de la velocidad
tangencial de cada vórtice viene dada por:

Vθ(r) = − Γr

2π (r2c + r2)
(82)

siendo r la distancia radial desde el centro de cada vórti-
ce, de radio rc. La frecuencia angular del flujo conjunto
es Ωr = 2πfr = Γ/πr20, el peŕıodo es Tr = 8π2/r20/Γ y

el número de Mach de rotación es Mr = Γ/4πr0c0. Se
han tomado los siguientes valores, Mr = 1/9,rc/r0 =
2/9, y el número de Reynolds Re = Γ/ν = 7500.

Los centros de los dos vórtices se van acercando has-
ta que terminan por unirse. A partir de ese momento
el conjunto evoluciona como un único vórtice. Para re-
presentar el campo sonoro utilizaremos la dilatación,
Θ = ∇ · v, siendo v = (vx, vy). Aśı, en la Figura 12 se
aprecia el patrón de doble espiral t́ıpica de una fuente
cuadripolar rotatoria [44,45] en un instante de la simu-
lación.

Figura 12. Campo de dilatación del problema de dos
vórtices rotando en torno al mismo centro. Se represen-
tan niveles de dilatación de -15 a 15

6.4. Flujo subsónico alrededor de un perfil
aerodinámico

La posibilidad de que un limitador de pendiente se
active en zonas donde la solución es suave y no existen
choques es uno de los mayores problemas que presenta
esta técnica, ya que se introduce una disipación adicio-
nal innecesaria y el orden del esquema disminuye. En
este apartado se va a comprobar este efecto mediante
la resolución de un flujo subsónico, y se mostrará cómo
la utilización del detector basado en MLS mejora los
resultados obtenidos.

Aśı, se va a resolver el flujo en 2D alrededor de un
perfil NACA 0012. El flujo en la corriente libre viene
dado por un número de Mach igual a 0.63, y un ángulo
de incidencia (α) de 2o. Estas condiciones del flujo se
corresponden con un flujo suave alrededor del perfil, sin
aparición de choques. Los coeficientes de arrastre y de
sustentación calculados mediante un método hodográfi-
co son CD = 0 y CL = 0,335. La malla utilizada es de
cuadriláteros con 64 elementos sobre la cuerda del per-
fil (en cada cara). El número total de elementos es de
5322. Se ha utilizado el limitador de Barth y Jesper-
sen (BJ) [8]. El método FV-MLS de tercer orden con
y sin detector basado en MLS ha sido empleado en los
cálculos.



Un método numérico de alto orden para flujos compresibles 101

Figura 13. Flujo subsónico a través de un perfil NACA 0012, Mach=0.63, α = 2. En la Figura A se muestran las
celdas donde el limitador está activo (sombreadas). En la Figura B se muestran las celdas en los que el limitador
BJ está limitando (χ 6= 1), un valor rojo indica un valor de χ = 0, es decir esquema de primer orden, mientras que
un color azul indica un valor de χ próximo a uno. Se muestran además las isoĺıneas de número de Mach

En la Figura 13 se muestran las isoĺıneas correspon-
dientes al número de Mach obtenidas en cada caso, y
las celdas en donde el limitador esta activo. Se observa

que el limitador BJ está activo en algunas celdas pese a
la ausencia de choques en la solución. De este modo, se
introduce una disipación adicional que no es necesaria
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Tabla 2. Flujo subsónico a través de un perfil NACA 0012, Mach=0.63, α = 2. Coeficiente de sustentación (CL)
y coeficiente de arrastre (CD). BJ se refiere al limitador de Barth y Jespersen

Esquema CL CD

Cálculos teóricos 0.335 0

BJ tercer orden 0.3183 5.29E-03

BJ tercer orden limitación selectiva 0.328 1.24E-03
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Figura 14. Flujo subsónico a través de un perfil NACA 0012, Mach=0.63, α = 2. Convergencia de la solución
empleando el limitador BJ y con y sin el detector. Se muestra el residuo en la densidad
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ZFigura 15. Flujo transónico a través de un perfil NACA 0012, Mach=0.85, α = 1. A la izquierda se muestran las
celdas donde el limitador está activo (sombreadas). A la derecha se muestran las celdas en los que el limitador BJ
está limitando (χ 6= 1), un valor rojo indica un valor de χ = 0, es decir esquema de primer orden, mientras que un
color azul indica un valor de χ próximo a uno. En la parte inferior se muestra una vista más próxima al perfil
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Tabla 3. Flujo transónico a través de un perfil NACA 0012, Mach=0.85, α = 1. Coeficiente de sustentación (CL)
y coeficiente de arrastre (CD) para diversos esquemas

Esquema CL CD

BJ segundo orden (malla 5322 elementos) 0.363 5.99-02

BJ cuarto orden (malla 5322 elementos) 0.365 5.98-02

BJ cuarto orden limitación selectiva (malla 5322 elementos) 0.368 5.89E-02

Referencia malla fina [21] (malla 12243 elementos) 0.369 5.86E-02

para la estabilidad del esquema numérico, y que provo-
ca anomaĺıas en las curvas de número de Mach cerca de
la superficie del perfil. Se observa que con la utilización
del detector basado en MLS estas anomaĺıas desapare-
cen. En la Tabla 2 se muestran los valores obtenidos de
los coeficientes de arrastre y de sustentación. La mejora
obtenida al utilizar el detector basado en MLS es evi-
dente. Se observa que el coeficiente de arrastre (CD) se
reduce más de cuatro veces.

Frecuentemente, el empleo de slope limiters impide
la convergencia total del esquema, debido a que el li-
mitador permanece activo incluso frente a errores del
orden del error de máquina. Aśı, pequeñas variaciones
de la solución en celdas adyacentes provocan su activa-
ción, y el valor del residuo se “estanca”. En la Figura 14
se muestra la evolución del residuo de la densidad. En
general, la utilización del detector basado en MLS per-
mite obtener una mejora en la convergencia.

6.5. Flujo transónico alrededor de un perfil
aerodinámico

A continuación, se muestra un ejemplo transónico.
El número de Mach es 0.85 y el ángulo de incidencia
(α) de 1o. Con esta configuración se van a formar dos
choques, uno en el intradós del perfil y el otro en el
extradós, como se puede observar en la Figura 15, en
donde se muestran los contornos del número de Mach y
las celdas en las que el limitador está activo. Se observa,
que los choques son bien detectados por el método. La
malla utilizada en los cálculos es la misma que en el
caso anterior.

Los resultados para varios esquemas se muestran en
la Tabla 3. La solución de referencia se ha obtenido
mediante un método de segundo orden con limitador
BJ en una malla de 12243 celdas. De nuevo se obser-
van unos resultados más próximos a los de referencia
con la aplicación del filtro selectivo. En la Figura 15 se
aprecia claramente la mejora introducida al utilizar el

limitador selectivo. El limitador no está activo en las
celdas aguas arriba y aguas abajo del choque, mientras
que el limitador BJ está limitando en la mayor parte
de las celdas adyacentes al perfil. Además, la entroṕıa
generada en el contorno del perfil es menor antes de los
choques (Figura 16), indicando el carácter menos disi-
pativo del esquema numérico con limitación selectiva.
Nótese que con la limitación selectiva se obtienen unos
resultados prácticamente iguales que los obtenidos por
el esquema de segundo orden en una malla con más del
doble de elementos.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

X

S−S
0

BJ orden 4 + limitador selectivo
BJ orden 4
BJ orden 2

Figura 16. Flujo transónico a través de un perfil NA-
CA 0012, Mach=0.85, α = 1. Generación de entroṕıa en
la superficie del perfil. S0 es la entroṕıa en la corriente
libre. La limitación selectiva reduce la generación de en-
troṕıa, y este efecto es mayor aguas arriba del choque.
El uso de un esquema de cuarto orden con limitación
BJ no reduce la generación de entroṕıa
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Figura 17. Interacción de una onda de choque con un cuerpo triangular. En la figura se representan imágenes
Schlieren numéricas de la densidad para diferentes instantes de tiempo. De izquierda a derecha y de arriba a abajo,
se representan los instantes de tiempo adimensional t = 1,5, t = 2, t = 2,5, t = 4

Figura 18. Interacción de una onda de choque con un cuerpo triangular. El sombreado indica las celdas en las
que el algoritmo de limitación está activo para los instantes de tiempo adimensional t = 1,5, t = 2, t = 2,5, t = 4
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6.6. Interacción de una onda de choque con un
cuerpo triangular en dos dimensiones

Este ejemplo muestra la interacción de una onda
de choque con un cuerpo triangular. La onda de cho-
que se mueve en dirección al cuerpo triangular, y su
número de Mach es Ms = 1,3. Para este caso exis-
ten datos experimentales en forma de imágenes Sch-
lieren [49]. El dominio computacional es el rectángulo
[−2, 6] × [−3, 3], y los vértices del triángulo se sitúan
en los puntos v1 = (0, 0), v2 = (1, 0,5), v3 = (1,−0,5).
En la superficie del triángulo y en los contornos su-
perior e inferior del dominio, se imponen condiciones
de contorno de pared con deslizamiento. En los contor-
nos de entrada y salida, se impone la condición exacta
según las condiciones de Rankine-Hugoniot. La onda de
choque inicialmente está situado en x = −1. Las condi-
ciones iniciales antes (1) y después (2) del choque, son
las siguientes, obtenidas de acuerdo con las relaciones
de Rankine-Hugoniot:

ρ1 = 2,122 ρ2 = 1,4

p1 = 1,805 p2 = 1,0

vx1 = 0,442 vx2 = 0,0

Las velocidades en la dirección y son nulas.
El problema se resuelve en una malla no estructura-

da de 471571 elementos, utilizando el método FV-MLS
de tercer orden y el limitador de Jawahar, [50]. Co-
mo método de integración temporal se ha utilizado el
método TVD Runge-Kutta de tercer orden propuesto
por Shu y Osher [51].

En la Figura 17 se muestran las imágenes Schlieren
numéricas obtenidas en la simulación. Estas imágenes
muestran el módulo del gradiente de densidad. Para
acentuar las caracteŕısticas débiles del flujo se aplica
una función de sombreado no lineal. Los resultados con-
cuerdan perfectamente con los resultados experimenta-
les de [49], aśı como con otras simulaciones [52,53]. Se
observa cómo la onda de choque inicial genera una on-
da de choque reflejada circular al incidir sobre el cuerpo
triangular. Se observa además la formación de reflexio-
nes regulares de Mach en la parte inferior y superior
del triángulo. Una vez que la onda de choque principal
atraviesa el cuerpo triangular, se producen dos expan-
siones simétricas que producen la difracción de los tallos
de Mach y la creación de dos vórtices.

7. CONCLUSIONES

En este articulo se ha presentado una metodoloǵıa
numérica para el cálculo de flujos compresibles tanto en

mallas estructuradas como en mallas no estructuradas.
El método de Mı́nimos Cuadrados Móviles (MLS) se
utiliza para el cálculo de los gradientes y las derivadas
sucesivas necesarias para la construcción de un método
de volúmenes finitos de alto orden. Con la metodoloǵıa
propuesta se consigue un método de gran precisión que
no necesita la introducción de grados de libertad adi-
cionales. Las propiedades de dispersión y disipación del
esquema numérico dependen de la elección de la función
kernel, y por tanto de la elección de los parámetros que
la definen. Aśı, si se utiliza el kernel determinado por
el spline cúbico, un valor del parámetro k = 0,6 − 0,7
obtiene los mejores resultados en términos de precisión
y estabilidad. Valores inferiores para la discretización
de los términos hiperbólicos pueden dar lugar a inesta-
bilidades, debido a que los errores de dispersión no son
disipados suficientemente. En el caso del kernel expo-
nencial, un valor de κ = 1 es recomendable.

Se ha mostrado la mayor precisión del método FV-
MLS de tercer orden en comparación con un método
MUSCL. El aumento de coste computacional no es ele-
vado si se tienen mallas fijas, ya que el cálculo de ve-
cinos, funciones de forma y sus derivadas sólo ha de
realizarse una vez, como parte del preproceso, y el au-
mento en la precisión es considerable. Aśı, la mayor pre-
cisión del esquema FV-MLS de tercer orden permite su
aplicación a problemas de interés en ingenieŕıa que re-
quieran métodos muy precisos para su resolución, como
por ejemplo, problemas de aeroacústica.

Por otra parte, se ha desarrolado un detector de on-
das de choque que permite la utilización de los métodos
de limitación de pendiente con esquemas de orden ma-
yor que dos y que mejora los resultados obtenidos me-
diante el empleo de técnicas tradicionales de limitación
de pendiente. Mediante la limitación selectiva propues-
ta, se consigue aumentar la precisión de la solución, al
mantener el orden de convergencia teórico del esque-
ma numérico en las regiones alejadas de las ondas de
choque. En las zonas de grandes gradientes, el esque-
ma numérico vuelve a ser de orden uno, manteniendo
la monotonicidad. La metodoloǵıa propuesta depende
de un parámetro Clc. En nuestra experiencia, un valor
de Clc = 0,32 obtiene buenos resultados en términos de
robustez y precisión. La robustez del esquema puede au-
mentarse reduciendo este parámetro, pero a costa de un
mayor número de celdas en las que el limitador esté ac-
tivo, con la consiguiente mayor disipación introducida.
Por otra parte, se ha mostrado que la utilización de la
metodoloǵıa de limitación selectiva propuesta permite
una mejora en la convergencia del esquema numérico,
en comparación con el uso de otros métodos de limi-
tación de pendiente habitualmente utilizados. Aśı, es
posible el empleo del método FV-MLS en problemas
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que requieran la resolución de flujo compresible en geo-
metŕıas complejas utilizando mallas no estructuradas.
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Móviles y de Volúmenes Finitos de alto orden para la simu-
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