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Resumen.

En este trabajo se presenta una técnica de deteccion de ondas de choque basada en Mini-
mos Cuadrados Mdviles (Moving Least Squares (MLS)) aplicable a cualquier tipo de ma-
llas. Esta técnica se aplica junto con un método de alto orden de volumenes finitos basado
también en MLS, aunque es aplicable con cualquier otro método que necesite la deteccion
de choques. La técnica presentada es capaz de detectar las zonas de la solucion en las
que existen discontinuidades. De este modo, es posible activar o desactivar el limitador
de pendiente evitando la limitacion en zonas no necesarias, y el esquema es capaz de
recuperar su orden mdximo en las zonas alejadas de los choques. Se muestran ejemplos
numéricos en 1D y 2D, empleando un método numérico de voluimenes finitos de alto orden
también basado en aprorimaciones de MLS.

1. INTRODUCCION

Los métodos numéricos para la resolucion de problemas de dinamica de fluidos requieren
la mayor precisiéon posible para resolver la mayor parte de las caracteristicas del flujo.
En el caso de mallas estructuradas, se han desarrollado métodos muy eficientes de muy
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alto orden y con gran resolucién espectral. Por otra parte, la resoluciéon de problemas
con geometrias complejas dificulta el empleo de estos métodos, y hace de gran interés el
desarrollo de métodos de alto orden para mallas no estructuradas. La aparicion de ondas
de choque es un fenémeno frecuente en problemas de flujo compresible, que representa un
problema anadido a la simulacién de tales flujos.

El teorema de Godunov establece que no es posible la existencia de métodos lineales que
sean monotonos y de orden mayor que uno, por lo que es necesario recurrir a técnicas
especiales para la resolucion de problemas en los que aparezcan fuertes gradientes, como
es el caso de las ondas de choque. Entre las técnicas posibles para la resolucién de choques
con esquemas lineales estdn la introduccion de disipaciéon artificial o la construccion de
métodos TVD (Total Variation Diminishing) [1]. Un enfoque diferente lo dan los métodos
ENO (FEssentially Non-Oscillatory) y WENO ( Weighted Essentially Non-Oscillatory) [2],
en los que se escoge el stencil que menos oscile entre todos los posibles, o una combinacion
convexa de ellos. En mallas no estructuradas, los métodos mas utilizados para la resolucion
de choques son los métodos de volumenes finitos de segundo orden con limitadores de
pendiente (slope limiters), que han demostrado ser una técnica robusta y con resultados
practicos aceptables.

Los limitadores de pendiente limitan la reconstruccion de Taylor caracteristica de los
métodos de volumenes finitos de orden mayor que uno. Normalmente, se han disenado
para aproximaciones de segundo orden de la siguiente forma:

U(ZB):U[+X]VU]'($—$]) (1)

siendo x; un valor entre 0 y 1 que se calcula con algin algoritmo de limitacién de pen-
diente. La extensién mas directa de esta técnica a reconstrucciones de Taylor de orden
mas alto consiste en utilizar el mismo valor de x; para limitar todas las derivadas:

U(x):U[—l-X[(VU]‘((L'—iII[)—i-...) (2)

Sin embargo, la aplicacién del coeficiente de limitacién (y;) (desarrollado para limitar
las primeras derivadas) a las derivadas de orden superior presenta problemas. Asi, ge-
neralmente se produce mayor disipacién y ademas, como se mostrard, pueden aparecer
anomalias en parametros como la entropia. Asi, si se quiere utilizar este tipo de métodos
con esquemas de orden elevado, es necesario introducir mejoras en las técnicas de limita-
cion. Un posible procedimiento consiste en la utilizacion selectiva del proceso de limitacion
en aquellos puntos en los que sea necesario. En el resto de puntos se continuara con el
esquema de alto orden. Este enfoque requiere el desarrollo de técnicas de deteccion, que
indiquen los puntos en los que se activard la limitacion.

Una posible via consiste en el desarrollo de métodos que indiquen la regularidad de la
solucion. Asi, el detector ha de ser capaz de indicar la presencia de fuertes gradientes, que
seran los puntos en los que se aplique la limitacién.
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2. EL METODO MLS COMO FILTRO

El desarrollo de filtros explicitos ha ganado mayor interés a medida que se desarrollaba
la metodologia Large-Eddy Simulation (LES) [3] para la simulacién de flujos turbulentos.
Este método se basa en la separacion de escalas en el flujo, que delimita el rango de escalas
que se resuelven y el rango de escalas que se modela.

La separacion de escalas se puede realizar por medio de filtros explicitos. Aunque se
han desarrollado filtros para mallas estructuradas con muy buenas propiedades [1], la
construccion de filtros para mallas no estructuradas no ha tenido tanto éxito. El empleo
del método MLS (realmente del método Reproducing Kernel Particle Method (RKPM))
como filtro, fue propuesto en 2000 por Wagner y Liu [5]. Asi, una aproximacién MLS de
una variable ® se puede considerar como un filtrado de paso bajo de dicha variable. La
aproximacién MLS de ® en el punto I (que identificamos con el centroide de la celda
correspondiente) se escribe como:

3[: iNﬂ(:z:)@j (3)

en donde n indica el nimero de elementos que forman el stencil de la celda I, N;; son las
funciones de forma MLS y el simbolo indica filtrado.

Con caréacter general, el comportamiento de un filtro se analiza mediante su funcién de
transferencia, esto es, un modelo matematico que indica la respuesta de un sistema frente
a una senal de entrada. En el caso de un filtro numérico disenado para LES la senal de
entrada son los valores de la variable a filtrar en los nodos. La respuesta del sistema es
el resultado de aplicar la aproximacion de minimos cuadrados méviles a los valores dados
de la variable en los nodos. Asi, la funcién de transferencia asociada a (3) viene dada por

Glr) = D Nislae™es-=0) e

La forma de G(/{) va a venir determinada por el nimero de puntos del stencil, el tipo de
base, y el tipo de funcion kernel utilizada.

A pesar de que en la bibliografia existen numerosas funciones kernel, en este trabajo se
van a considerar dos, el spline cubico y el kernel exponencial. Asi, el kernel basado en un
spline cubico es, en el caso unidimensional:

1—252—1—233 s<1
— 1
W(s) = 1(2—3)3 1<s<2 (5)
0 s> 2
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con s = |x — 2’| /h, siendo h la longitud de suavizado (o de smoothing), mientras que el
kernel basado en una exponencial truncada tiene la siguiente expresion

e_(i)g — e_<%)2

W (s, kix) = Y (6)

1— e_(?)
con s = |r—a'|, h = max (|x — 2'|) (esta distancia se mide en todos los puntos de la
nube de vecinos), ¢ = % El pardametro k, es el pardmetro de forma y z’ es un punto

de referencia alrededor del cual se centra la funcion kernel. En el caso del kernel cubico,
es recomendable definir la longitud de smoothing como h = k * max (|]z — 2’|). Para dos
o mas dimensiones, el kernel multidimensional se puede definir como el producto de los
kernels unidimensionales [0, 7].

En la figura 1 se muestra la funcién de transferencia de los filtros obtenidos con MLS
con las dos funciones kernel que son objeto de estudio en este trabajo. En dicha figura, el

valor de 1 de la funcién de transferencia (G(k)) indica que la variable no es afectada por
la aplicacién del filtro.
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Figura 1: Funcién de transferencia 1D. Izquierda: kernel exponencial truncada. Derecha: kernel basado
en el spline ctibico.

El kernel basado en la exponencial truncada permite un mayor control sobre la forma
de la funcién de transferencia, a través de la eleccién de los valores apropiados de las
funciones de forma. Esta caracteristica se aprecia claramente en el caso de problemas
multidimensionales. Simplemente haciendo diferentes los valores de x, y x, se obtienen
formas muy diferentes de la funcién de transferencia, permitiendo filtrados diferentes
segun la direccion, lo cual puede ser interesante en el caso de tamanos de malla variables
en cada direccion [7].

Esta misma conclusion se puede aplicar al caso de la aproximacién MLS para el cédlculo
de las funciones de forma de la aproximacion espacial. Asi, escogiendo los valores de k, y
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r, diferentes se obtienen kernels de diferente forma en cada direccién, lo cual puede ser
util en casos de mallas muy anisétropas.

3. APLICACION DEL FILTRADO MLS A LA DETECCION DE ONDAS
DE CHOQUE

En la seccién anterior se ha expuesto el posible uso del método MLS como filtro. A partir
de él, es posible construir un indicador de regularidad, aprovechando sus propiedades
multiescala. Asi, una propiedad interesante de las aproximaciones MLS es su conexion
con wavelets, donde se utiliza para estimacién de error y adaptatividad [3]. Las wavelets
se definen por medio de una funcion wavelet y una funcién de escala. Es posible definir
una funciéon wavelet a partir de las funciones de forma MLS.

Cuando se realiza una aproximacién MLS:

wh(@) = 3w} (a) (7

la solucién aproximada u” conserva todas las resoluciones y las propiedades de la solucién
u(z), hasta la escala h (longitud de suavizado). Asi, es posible ver a las funciones de forma
MLS como la funcién de escala y a h como el parametro de escala. Un valor de h mas
pequeno implica una solucién de u(z) de escala mas fina. A continuacién se expondra cémo
obtener una funcion wavelet a partir de las funciones de forma MLS.

Se considera una funcién u(z), y se definen dos conjuntos de funciones de forma MLS
N"(z) y N*"(z), calculados con longitudes de suavizado diferentes h y 2h (o con dos
parametros de forma k, diferentes). Se obtiene asi una aproximacién con escala h y otra
con escala 2h (o escala kg y escala K, correspondiendo el primero a la aproximacién de
mayor resolucién y sy a la aproximacién de menor resolucién). Como hemos preferido
utilizar el kernel exponencial, la exposicién se realiza en términos de Ky vy k. Asi, el
parametro de escala de la funcion wavelet sera el parametro de forma k. En el caso de
utilizar el kernel basado en el spline ctibico sélo hay que cambiar kg por h y Kk, por 2h:
De este modo, las reconstrucciones MLS de U con diferente nivel de resolucién se escriben
como;

U (z) = Z U,N/"(z), U™(z)= Z U;N:™(z) (8)

en donde se recuerda que la aproximacién de escala kg se corresponde con la aproximacion
de alta resolucién, y la aproximacion de escala kj, se corresponde con la aproximacion de
baja resolucion.

Asi, la funcion wavelet puede escribirse como:

®(z) = N*(z) - N* (z) (9)
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Por otro lado, la solucién de escala kg puede escribirse como la suma de la contribucion
de las escalas bajas (U™ (z)) y la de las escalas altas (¥(z)):

U~ (z) = U~ (z) + (z) (10)

siendo
ny

¥(z) = ZU]-@j(z) =) U;(N"(z) - N*(z)) (11)

Jj=1

Asimismo, la baja escala U™ (x) podria seguir siendo descompuesta empleando el mismo
procedimiento.

La funcién ¥(z) actia como un indicador de la regularidad de U(z). Asi, cuando ¥(x)
supere cierto valor, el limitador se activara, permaneciendo desactivado en todos los demas
puntos.

Este procedimiento podria ser visto como una generalizacién para mallas no estructuradas
del filtrado selectivo basado en wavelets propuesto en [9] para diferencias finitas. De hecho,
la operacidn realizada en (11) es un filtrado de paso alto.

Sin embargo, surge el problema de definir a partir de qué valor de ¥(zx) se considera que la
solucion no es regular. Asi, es preciso definir el valor umbral a partir del cual se activara el
limitador. Para ello se toma la densidad como variable de referencia. En este trabajo se
han considerado dos posibilidades:

1. El valor umbral se define a partir del salto méaximo de la densidad en todos los
puntos del stencil de la celda I. Asi, definimos

Tv - Clcl |pmam - pmm’[ (12)

2. Otra posibilidad consiste en definir el valor umbral en funcién del gradiente de la
variable de referencia en la celda I.

T, = Ciea |VP’1 Ap (13)

Ay es el tamano (drea en 2D) del volumen de control I, Ci.; v Cjeo son dos pardmetros.
Si C}. = 0, entonces no hay limitacién selectiva.
De este modo, el limitador de pendiente se activara cuando se verifique:

W = ij(Nj”H(x) — Nj"(x))| > T, (14)

Esta metodologia se ha aplicado a un método de volimenes finitos de alto orden basado
en MLS, (FV-MLS)[6, 7, 10]. El efecto de la limitacién selectiva se muestra en las figuras
2 y 3, en donde se muestran los efectos de la eleccién de cada definicion del valor umbral
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Figura 2: Dispersién del esquema FVMLS de tercer orden con limitacién selectiva para diferentes valores
del parametro Cj.. En la figura superior se muestra el resultado utilizando como valor umbral el salto
méaximo de la densidad en el stencil de I. La figura inferior muestra un detalle de la curva. El limitador
BJ se refiere al limitador de Barth y Jespersen [11].
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Figura 3: Dispersién del esquema FVMLS de tercer orden con limitacién selectiva para diferentes valores
del pardametro Cj.. En la figura superior se muestra el resultado utilizando la definicién del valor umbral
en funcion del gradiente. La figura inferior muestra un detalle de la curva. El limitador BJ se refiere al
limitador de Barth y Jespersen [11].

y la variacion del coeficiente Cj. sobre las propiedades de dispersién del esquema FVMLS
de tercer orden.

Se observa que cuando se aplica un limitador (en este caso el de Barth y Jespersen [11])
el efecto es el de transformar las propiedades de dispersion del esquema numérico en las
que tendria un esquema de menor orden. También se observa que un menor valor del
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coeficiente (. hace que el esquema active el limitador para frecuencias mas bajas. De
este modo, un valor de Cj. = 0 equivale a activar siempre el limitador.

3.1. Pruebas de deteccion

En esta seccién se va a comprobar si el método propuesto es capaz de detectar las irregula-
ridades en una distribucién de datos bidimensional. Esta comprobacion se realizara tanto
en una malla estructurada como en una no estructurada. La distribuciéon de datos se
construye a partir de la funcién propuesta en [12] por Abgrall y corregida en [13]. Esta
funcién tiene como expresion:

w(z,y) = { f(z — cot \/gy) x < s (15)

f (x4 cot /Ty + cos (2my)) x>
siendo
—rsin (37”7"2) r< —%
f(r) =< |sin(27r)]| Ir| < % (16)
2r — 1+ ¢ sin (37r) r> i
Figura 4: Isolineas de la funcién de Abgrall [12] definida en la ecuacién (15) (izquierda). A la derecha se

muestran los resultados utilizando la definicién del valor umbral en funcién del gradiente con Cj. = 0.4
y limitando el stencil de la celda I en lugar de la celda 1.

Aplicamos el método de deteccion propuesto a la funcién [12] en una malla no estructu-
rada.

La experiencia con diferentes cdlculos para diferentes valores de los coeficientes Cj. nos
indica que para el caso de mallas estructuradas, la definiciéon del valor umbral basada
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en el salto de la densidad obtiene resultados menos disipativos, como se mostrara en
los ejemplos. Sin embargo, en el caso de mallas no estructuradas, el método obtenido al
utilizar la definicién del valor umbral basada en el gradiente es més robusto.

Aun asi, la experiencia ha mostrado que en algunos problemas, el método propuesto
podria tener problemas de estabilidad, al no activar el algoritmo de limitacion en las
celdas necesarias. Para resolver este problema, cuando el método indica que el limitador
debe ser activado en una determinada celda I, es necesario activarlo en todas las celdas
que pertenecen al stencil de la celda I. Es evidente que esta aproximacién va a aumentar el
nimero de celdas en donde el limitador es activado, lo que va a tener un impacto negativo
en la calidad de la aproximacion. Para reducir este impacto, es necesario aumentar el
coeficiente C}.. Asi, se propone la utilizacion del valor umbral basado en el gradiente con
un coeficiente Cj. = 0.4 y limitando el stencil en lugar de la celda. La aplicacion de esta
metodologia a la funcién de Abgrall (15) obtiene los resultados mostrados en la figura 4
(derecha).

3.2. Ejemplos Numéricos

3.2.1. Pruebas 1D. Problema de Shu y Osher

Como ejemplo del funcionamiento del método, se considera el caso numero 8 de los pro-
blemas 1D presentados por Shu y Osher en [I1]. Las ecuaciones de Euler unidimensio-
nales se resuelven en [—5,5], con 400 celdas. Las condiciones iniciales son (p,v,p) =
(3.857,2.629,10.333) si z < —4 y (p,v,p) = (1 + 0.2sin(5z),0,1) si > —4. Como se ha
comentado en el apartado anterior, se toma la densidad p como la variable de referencia
para el proceso de limitacién. El limitador de pendiente utilizado ha sido el de Barth y
Jespersen [1 1], aunque es posible utilizar cualquier otro limitador disenado para métodos
de volimenes finitos. Se ha empleado el método FV-MLS. En la figura 5 se muestran los
resultados. En esta figura, la solucién de referencia se ha calculado en una malla de 3200
celdas con la reconstruccién cuadratica y el limitador activo en todo el dominio.

En el caso de la limitacién selectiva limitando el stencil, se ha tomado como valor por
defecto Cj.o = 0.4. En la mayoria de los casos este valor es adecuado y permite obtener
buenos resultados. Sin embargo, en algunos problemas este valor puede ser demasiado
grande. Asi, se observan pequenas oscilaciones en la solucién cuando se toma un valor de
Cios = 0.4. En este caso las oscilaciones son pequenas, pero en otros problemas podrian
ser mayores. La causa de estas oscilaciones se muestra en la figura 6, donde se presentan
los valores umbrales y la funcion wavelet ¥ para las diferentes opciones consideradas. Se
observa que el valor de Cj.o = 0.4 da lugar a valores umbral muy elevados. Aunque el
hecho de limitar en el stencil y no sélo en las celdas hace que el problema sea estable, es
posible la aparicion de oscilaciones en la solucién. El problema se resuelve disminuyendo
el valor del coeficiente ().

En este caso unidimensional, la definicién del valor umbral basada en el salto y limitando
en las celdas (no el stencil) obtiene resultados ligeramente mejores que los obtenidos me-
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Figura 5: Problema de Shu-Osher, 400 celdas, limitador activo en todo el dominio para la reconstruccién
lineal (A) y cuadratica (B). Limitacién selectiva (en los puntos marcados con asterisco (*)) para la
reconstruccién cuadrética con valor umbral basada en el gradiente, Cj.o = 0.4 y limitando stencils (C) y
reconstruccién cuadrética con valor umbral basada en el salto, Cj. = 0.04(D).

diante la definicién basada en el gradiente. Sin embargo, en problemas multidimensionales
esta opcidén presenta mayores problemas de estabilidad, asi como una mayor sensibilidad
a la eleccion del parametro Cj;.

Finalmente, cabe destacar que los resultados obtenidos son tan buenos como los obtenidos
mediante esquemas ENO y WENO [11].

10
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Figura 6: Problema de Shu-Osher, 400 celdas. Valores de la funcidn wavelet ¥ y del valor umbral en
funcién del pardmetro Cj. y de su definicién. (A) definicién a partir del gradiente y Cjo = 0.4. (B)
definicién a partir del salto y Cj.; = 0.04.

3.2.2. Pruebas 2D. Flujo subsénico alrededor de un perfil aerodinamico

La posibilidad de que un limitador de pendiente se active en zonas donde la solucién es
suave y no existen choques es uno de los mayores problemas que presenta esta técnica, ya
que se introduce una disipacion adicional innecesaria y el orden del esquema disminuye. En
este apartado se va a comprobar este efecto mediante la resolucién de un flujo subsénico,
y se mostrard cémo la utilizacion del detector basado en MLS mejora los resultados
obtenidos.

Asi, se va a resolver el flujo en 2D alrededor de un perfil NACA 0012. El flujo en la corriente
libre viene dado por un nimero de Mach igual a 0.63, y un dngulo de incidencia («) de
2°. Estas condiciones del flujo se corresponden con un flujo suave alrededor del perfil, sin
aparicion de choques. Los coeficientes de arrastre y de sustentacion calculados mediante
un método hodografico son C'p = 0 y C'p, = 0.335. La malla utilizada es de cuadrilateros
con 64 elementos sobre la cuerda del perfil (en cada cara). El nimero total de elementos
es de 5322. Se ha utilizado el limitador de Barth y Jespersen (BJ). El método FV-MLS
de tercer orden con y sin detector basado en MLS ha sido empleado en los célculos.

En la figura 7 se muestran las isolineas correspondientes al nimero de Mach obtenidas
en cada caso, y las celdas en donde el limitador esta activo. Se observa que el limitador
BJ esta activo en algunas celdas pese a la ausencia de choques en la solucion. De este
modo, se introduce una disipacion adicional que no es necesaria para la estabilidad del
esquema numérico, y que provoca anomalias en las curvas de nimero de Mach cerca de
la superficie del perfil. Se observa que con la utilizacién del detector basado en MLS estas
anomalias desaparecen. En el cuadro 1 se muestran los valores obtenidos de los coeficientes
de arrastre y de sustentacién. La mejora obtenida al utilizar el detector basado en MLS
es evidente.
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Figura 7: Flujo transénico a través de un perfil NACA 0012, Mach=0.63, o = 2. A la izquierda se
muestran las celdas donde el limitador estd activo (sombreadas). A la derecha se muestran las celdas en
los que el limitador BJ esta limitando (y # 1), un valor rojo indica un valor de x = 0, es decir esquema
de primer orden, mientras que un color azul indica un valor de y préximo a uno. Se muestran ademds
las isolineas de nimero de Mach. Claramente se aprecian las anomalias en las curvas de nivel cerca de la
superficie del contorno causadas por la utilizacién del limitador. Cuando se utiliza el detector basado en
MLS, estas anomalias desaparecen.

Esquema Cr Cp
Célculos tedricos 0.335 0
BJ tercer orden 0.318 | 5.29E-03

BJ tercer orden limitacién selectiva | 0.328 | 1.24E-03

Total 2704 1681

Cuadro 1: Flujo subsénico a través de un perfil NACA 0012, Mach=0.63, o = 2. Coeficiente de sustenta-
cién (Cr) y coeficiente de arrastre (Cp).

Frecuentemente, el empleo de slope limiters impide la convergencia total del esquema,
debido a que el limitador permanece activo incluso frente a errores del orden del error
de maquina. Asi, pequenas variaciones de la solucién en celdas adyacentes provocan su
activacion, y el valor del residuo se “estanca”. En la figura 8 se muestra la evolucion del
residuo de la densidad. En general, la utilizacién del detector basado en MLS permite
obtener una mejora en la convergencia.
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Figura 8: Flujo transénico a través de un perfil NACA 0012, Mach=0.63, a = 2. Convergencia de la
solucién empleando el limitador BJ y con y sin el detector. Se muestra el residuo en la densidad.

3.3. Pruebas 2D. Flujo transénico alrededor de un perfil aerodinamico

En esta seccién se calcula el flujo transénico alrededor de un perfil NACA 0012. En el
primer caso, el flujo en la corriente libre viene dado por un nimero de Mach igual a 0.8,
y un éangulo de incidencia («) de 1.25°.

La malla utilizada es de cuadrilateros con 64 elementos sobre la cuerda del perfil (en cada
cara). El nimero total de elementos es de 5322. Al igual que en el caso anterior se ha
utilizado el limitador de Barth y Jespersen (BJ). El problema se ha resuelto utilizando
el método FV-MLS de cuarto orden con limitacion selectiva en el stencil. El valor de los
parametros de forma del kernel exponencial es k, = k, = 1 para la aproximacién espacial.
Para la deteccién, la funcién de forma de Ky — escala se calcula con k, = Kk, = 6 y la
de k1 — escala con K, = k, = 1. Se ha utilizado limitacién selectiva en el stencil con
Cieo = 0.4.

En la figura 9 (izquierda) se muestran los contornos del nimero de Mach y las celdas donde
el limitador BJ estd activado (sombreadas). En estas celdas el algoritmo de limitacién
seleccionado se aplica de la manera habitual. La figura también muestra (derecha) las
celdas en donde el coeficiente del limitador BJ esta limitando, es decir, aquellas celdas en
donde (x # 1). En esta figura, un valor rojo indica un valor de x = 0, es decir esquema de
primer orden, mientras que un color azul indica un valor de x préximo a uno. Se observa
que el limitador BJ estd activo en la mayor parte de las celdas adyacentes al perfil, pese
a la inexistencia de choques en esos puntos.

Con la limitacion selectiva, la reconstruccién de alto orden se recupera en las celdas
adyacentes al contorno aguas arriba y aguas abajo del choque principal, ya que el limitador
estd desactivado. Este efecto se muestra en la figura 10, en donde se representa el valor
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Figura 9: Flujo transénico a través de un perfil NACA 0012, Mach=0.8, a = 1.25. A la izquierda se
muestran las celdas donde el limitador estd activo (sombreadas). A la derecha se muestran las celdas en
los que el limitador BJ esta limitando (y # 1), un valor rojo indica un valor de x = 0, es decir esquema
de primer orden, mientras que un color azul indica un valor de x préximo a uno. En la parte inferior
se muestra una vista mas proxima al perfil en la que se aprecia claramente que el limitador selectivo
recupera el esquema de alto orden, ya que el limitador no esta activo en las celdas aguas arriba y aguas
abajo del choque, mientras que el limitador BJ esta limitando en la mayoria de las celdas adyacentes al
perfil.

de la entropia en el contorno del perfil. La generacion de entropia en las zonas “suaves”
de la solucion puede considerarse como un indicador de la disipacién del esquema. Con la
aplicacion de la limitacion selectiva, la disminucion de la entropia generada en las zonas
lejanas al choque es clara. Esta reduccion es mayor en la parte mas regular del flujo, aguas
arriba del choque fuerte. La limitacion selectiva elimina ademés el efecto de generacion
negativa de entropia cuando se utiliza el mismo coeficiente y para limitar el gradiente y
las derivadas sucesivas de la reconstruccién de Taylor. Este efecto no aparece al utilizar
un esquema de segundo orden FV-MLS y el limitador BJ.

Por otra parte, los coeficientes de sustentacion (Cp) y de arrastre (Cp) se muestran en
el cuadro 2. Se observa que los resultados obtenidos mediante la utilizacion de limitacion
selectiva estan mas préximos a los de referencia, obtenidos por el Advisory Group for
Aerospace Research and Development (AGARD)[15]. La reduccion en el coeficiente de
arrastre Cp indica el caracter menos disipativo del esquema con limitacién selectiva.
Ademas, se observa que el esquema de cuarto orden con limitador BJ sin limitacion
selectiva es mas disipativo que el esquema de segundo orden con el mismo limitador.
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Figura 10: Flujo transénico a través de un perfil NACA 0012, Mach=0.8, o = 1.25. Generacién de
entropia en la superficie del perfil. Sy es la entropia en la corriente libre. La limitacién selectiva reduce la
generacién de entropia, y este efecto es mayor aguas arriba del choque. El uso de un esquema de cuarto
orden con limitacién BJ no reduce la generacion de entropia, y en este caso presenta el problema de
generacién negativa de entropia. Este comportamiento anémalo es debido al uso del mismo valor de y
para limitar todas las derivadas. La limitacién selectiva resuelve este problema.

Este efecto también estd relacionado con el uso del mismo coeficiente y para limitar las
derivadas de todos los érdenes.

Esquema Cy, Ch
BJ segundo orden 0.341 | 2.465E-02
BJ cuarto orden 0.342 | 2.486E-02

BJ cuarto orden limitacién selectiva | 0.343 | 2.317E-02
Referencia AGARD [17] 0.347 | 2.221E-02

Total 2704 1681

Cuadro 2: Flujo transémico a través de un perfil NACA 0012, Mach=0.8, o = 1.25. Coeficiente de
sustentacién (Cp) y coeficiente de arrastre (Cp) para diversos esquemas

En la figura 11 se muestra el coeficiente de presiéon (C),) para diversos esquemas, y se
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compara con una solucion de referencia obtenida en una malla mas fina de 12243 volume-
nes de control con 128 celdas colocadas sobre cada cara del perfil, mediante un esquema
FV-MLS de segundo orden y limitador BJ.

Figura 11: Flujo transénico a través de un perfil NACA 0012, Mach=0.8. Coeficiente de presién para
diferentes esquemas y zoom de las zonas de choque. (A) Esquema FV-MLS de cuarto orden con limitacién
selectiva. (B) Esquema FV-MLS de cuarto orden con limitador BJ. (C) Esquema FV-MLS de segundo
orden con limitador BJ. (D) Solucién de referencia utilizando un esquema FV-MLS de segundo orden y
limitador BJ en una malla mas fina. Algunos puntos de la solucién de referencia se han eliminado por
claridad en la representacién en la figura no ampliada.

En este caso, utilizando la limitacién selectiva en el stencil con Cj.o = 0.4 no se aprecian
oscilaciones en la solucion. A diferencia del caso unidimensional, el empleo de la definicién
del valor umbral basada en el salto de la densidad de referencia, no obtiene buenos resulta-
dos. En particular, el valor de C}.; = 0.04 es inestable, y las oscilaciones que aparecen dan
lugar a densidades negativas que detienen la simulacion. Es necesario tomar el valor del
coeficiente como Cj.; = 0.01. Para valores mayores la solucion presenta oscilaciones alre-
dedor del choque. Si se procede a limitar el stencil, la soluciéon obtenida es més disipativa
que en el caso del valor umbral basado en el gradiente (C = 0.345, Cp = 0.0246). Estos
resultados, junto con el hecho de que el rango de variacion de los valores del parametro
Clea es menor (0.2 — 0.4 frente a 0.001 — 0.004) hacen que se recomiende la utilizacién del
valor umbral basado en el gradiente.
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3.3.1. Pruebas 2D. Interaccién choque vértice

En este caso se presenta la interaccion entre un choque y un vortice. Este tipo de inter-
accién puede ocurrir en muchas situaciones de interés practico. Asi, puede producirse en
vehiculos supersonicos cuando los vértices creados por la parte delantera del vehiculo se
desplazan por conveccién hacia la parte trasera. En este tipo de vehiculos es frecuente la
formacién de ondas de choque en la zona de popa, en la entrada de los sistemas de toma
de aire o sobre la superficie del vehiculo. Asi, estos vértices interaccionan con las ondas
de choque formadas en el flujo. Ademads del interés del estudio de esta interaccién para un
mejor diseno de las condiciones de operacion de los vehiculos, es importante para la reduc-
cién del ruido generado por motores tipo jet. Otros campos donde es esencial el estudio
de este tipo de interaccion es en el diseno de palas de helicéptero operando a velocidades
supercriticas y en la mejora de la mezcla en cdmaras de combustién supersénicas [10].
La configuracion de este problema es la siguiente: un vértice es transportado por una
corriente supersonica hacia un choque plano estacionario. Cuando el vértice alcanza el
choque, éste se deforma. La deformacién del choque depende de la “fortaleza” relativa del
choque y el vortice. El dominio de cdlculo es un rectdngulo [0,4] x [—1, 1]. El choque es
estacionario y plano, y separa una regién de flujo supersénico aguas arriba del choque (—),
de otra regién de flujo subsénico aguas abajo del choque (+). Esté situado en x = 0.5.
Las condiciones aguas arriba del choque son:

ps =1 (17)
ps =1 (18)
M- = 12 (19)

siendo M, = u; /,/7. Las condiciones aguas abajo del choque se obtienen a partir de las
relaciones para un choque plano normal [17].

El vortice se define asumiendo un vértice de Taylor con entropia uniforme y constante del
siguiente modo:

( ) Y — Yo 1_52 ( ) T — Tyo 1_52
Ul T = —VUnmazx ex , Vol T, = VUmazx ex
o\, Y T p B o\, Y ™ P 9

(20)
Po (ZE, y)'y

po(z,y) = [1 =2 MZexp (1 —€H)]7 T, polz,y) = S

en (20) &€ = \/(x — mvo)z + (y — y00)*/7o. Ademés, el radio del vértice es r, = 0.075 y el
vortice se coloca inicialmente en (z,0, ¥y0) = (0.25,0). El nimero de Mach del vértice se
define como M, = Unmasz/C; = Umaz/+/7, 5i€nd0 Ve, la méaxima velocidad de rotacién del
vortice que indica la fuerza del vortice y ¢ es la velocidad del sonido. En este ejemplo se
ha tomado M, = 0.4, que corresponde a un vértice de fuerza moderada.
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El problema se resuelve en una malla de 200 x 200 elementos en la regién [0, 2] x [—1, 1]. La
region [2,4] X [—1, 1] es una capa absorbente para evitar reflexiones a la salida del dominio.
Se ha utilizado el esquema de deteccién con limitacion en el stencil con la definicion del
valor umbral basada en el gradiente y con un coeficiente Cj.o = 0.4.

La fluctuacién de presion actstica permite analizar la generacion de sonido producida por
la interaccién del vértice con el choque. Esta magnitud se define como p’' = (p — p!)/py,
estando de este modo medida respecto a la presion no perturbada tras el choque (pf) y
normalizada con respecto a la presién no perturbada antes del choque (p; ). En la figura
12 se muestra la evolucién de la fluctuacién de presién acistica para diferentes instantes
de tiempo adimensional 7 = (t —to)cS /r,. El valor de 7 = 0 se corresponde con el paso del
centro del vértice por x = 0.5. Con esta definicién tienen sentido tiempos adimensionales
negativos.

1 | 1

t=1.14

. 1=2.98
0.6+ - 0.6

04~ r 0.4+

0.2+ r 0.2+

-1 T T T T T T T T T -1 T T T T T T T T T
0.2 0.4 08 08 1 1.2 14 16 18 02 04 06 08 1 12 14 1.8 18

Figura 12: Interaccién choque-vértice. La figura representa el valor de la fluctuacion de presion acustica
para diferentes tiempos adimensionales 7 = (¢t — to)ct /7. El tiempo adimensional 7 = 0 se corresponde
con el paso del centro del vortice a través del choque. En gris estan marcadas las celdas en las que el
detector permite que se active el limitador. Se observa como el detector es capaz de seguir la evolucién
del choque.

Con este ejemplo se muestra que la aplicacién del detector basado en las propiedades
multiescala de la aproximacion MLS es capaz de detectar un choque no estacionario. El
esquema mantiene el orden alto, salvo en las proximidades del choque. En la figura 12
se aprecia la deformacién del choque tras ser atravesado por el vortice. Esta deformacion
es captada por el detector, que es capaz de seguir la evolucién del choque. Aunque se ha
utilizado una malla mas gruesa que las empleadas habitualmente en este tipo de estudios,
los resultados concuerdan de forma muy satisfactoria con los obtenidos por otros autores
(véase [18]).
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4. Conclusiones

Se ha mostrado el uso de la aproximacién MLS como detector de ondas de choque. La
utilizacion del detector propuesto mejora los resultados obtenidos mediante el uso de un
limitador de pendiente. Asi, se ha visto que mientras que la utilizacién de un limitador
de pendiente reduce el orden del esquema debido a que diferencias del orden del error
de maquina entre celdas pueden activar el limitador, incluso aunque no haya choques
presentes en el flujo, el uso del detector basado en MLS permite recuperar el orden maximo
del esquema numérico. Ademads, permite mejorar la convergencia del método numérico,
debido al menor nimero de celdas en las que el limitador estd activo. Se han resuelto
diversos casos tanto en una como en dos dimensiones. Los resultados obtenidos con el
detector en problemas con choques son muy buenos, y son comparables a los obtenidos por
métodos ENO y WENO. Ademas, la metodologia propuesta presenta una gran ventaja:
su validez y sus buenos resultados en mallas no estructuradas, en donde los métodos ENO
no son competitivos. Se ha calculado un caso de un choque no estacionario, consistente
en la interaccién entre un vértice y una onda de choque normal. Se ha comprobado que
el detector propuesto es capaz de seguir la evolucion del choque, mostrando su capacidad
para ser utilizado en casos de choques no estacionarios.
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