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RESUMEN

En este aitulo se propone una formula@ci nunérica sin malla de tipo Galerkin basada en étodo de partulas

SPH con aproximadin de nminimos cuadrados aviles y su aplicadn a problemas de manica de fluidos con
superficie libre. El esquema de Galerkin proporciona una metodogmneral que permite analizar muchos de
los métodos propuestos en ainbito de las formulaciones de tipo SPSnfoothed Particle Hydrodynamjcg
desarrollar algoritmos consistentes. La viabilidad de la meto@lsig malla que se propone se demuestra con
varios ejemplos en los que se analizarbfeenos de gran complejidad o con fuertes distorsiones en el dominio de
solucbn.

SUMMARY

In this paper we propose a Galerkin based SPH formulation with moving least squares meshless approximation,
applied to free surface flows. The Galerkin scheme provides a clear framework to analyze several procedures
widely used in the classical SPH literature, suggesting that some of them should be reformulated in order to
develop consistent algorithms. The performance of the methodology proposed is tested through various dynamic
simulations, demonstrating the attractive ability of particle methods to handle severe distortions and complex
phenomena.

PALABRAS CLAVE: Mecanica de Fluidos, Mtodos Sin Malla, Mtodos SPH, Flujo de Fluidos en Superficie
Libre, Método de Galerkin.

1. INTRODUCCON

Desde principios de losfi@s noventa, los &todos “sin malla” han experimentado un fuerte
desarrollo en elambito de la Meanica Computacional. Entréstos, los ratodos de pairtulas
proporcionan muy buenas soluciones (al menos cualitativas) a problemas de gran complejidad,
habéndose avanzado notablemente erilamos dlos en su fundamentaci tedrica.

Las formulaciones “sin malla” est fundamentadas eédnicas de interpola@n espetficas como
las de estimaéin de tipokernel [1] o de aproximaciones de immos cuadrados aviles [2]. No
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obstante, los @todos “sin malla” en Memica Computacional no consistenicamente en esquemas
de interpoladdn distintos, sino que constituyen una potente herramienta para resolver las ecuaciones
de la meénica de medios continuos sin necesidad de efectuar una @arégpicita del dominio

en determinados subdominios no solapacErsta es el rasgo distintivo esencial de loétodos

“sin malla” pero tamk&n el origen de sus conocidos “puntos flacos”. A diferencia de le®dos

de elementos finitos, la ausencia de un esquema espacial complica la aplidacileterminadas
metodolodas nungricas tales como el @odo de residuos ponderadoséfodo de Galerkin). No
obstante, debemos notar que estamicas que constituyen uno de los pilares principales para el
desarrollo de implementacionesapticas de los &todos “sin malla” pueden no ser tan adecuadas
para los nétodos de paitulas como lo son para losétodos de elementos finitos. iAsl avance en

el conocimiento y fundamentai matenatica debéa sin duda proporcionar mejoreé&chicas para
obtener las ecuaciones discretas de laan&a computacional sacando el mayor provecho posible de
las formulaciones de pactlas.

El método SPH (siglas en ingg delSmoothed Particle Hydrodynamics methéue desarrollado a
finales de los@os setenta para la simulanide problemas de camica de fluidos en astiisfca [3],[4].

La extensbn en la meanica de 8lidos de estos Btodos fue iniciada por Libersky [5] y Randles [6].
Posteriormente, Johnson y Beissel propusieron el algoritmo N®Fr(alized Smoothing Functipn
[7], y Bonet et al. [8],[9] y Chen et al. [10] desarrollaron otrogtodos basados en el SPH y sus
correcciones. En fechas recientes, Dilts ha introducido las funciones de formaidemcuadrados
moviles (MLS functionyen sus alculos basados en elatodo SPH [11].

Las formulaciones SPH as tempranas incdlan un nuevo esquema de aproxinfgciy unas
determinadas ecuaciones discretas caratitas (las llamadas “ecuaciones SPH"), que pueden parecer
extraiias para aquellos investigadores experimentadoséémdms con un mayor grado de formalismo
como el de elementos finitos. La formulagique se presenta en estéauio surge de un planteamiento
distinto, y las ecuaciones discretas se obtienen a partir de un esquema de residuos ponderados.
Esta deducéin puede resultar algo desconcertante para aquellos investigadores acostumbrados a la
presentadin “clasica” de las ecuaciones SPH. Sin embargo, en nuestraopas formulaciones de
residuos ponderados o de Galerkin proporcionan un maéciztesdlido para desarrollar algoritmos
mas consistentes.

El arficulo se desarrolla del siguiente modo. En primer lugar se revisan brevemente las
aproximaciones SPH éstdar y las aproximaciones deinimos cuadrados aviles. Seguidamente
se presentan las ecuaciones del modelo méiemy se obtienen las ecuaciones discretas a partir de
una formuladdn de residuos ponderados. Finalmente se discuten algunos aspectos computacionales
importantes y se presentan diversos ejemplos de agicacia simuladn de problemas de daimica
de fluidos y de flujo con superficie libre.

2. APROXIMACIONES “SIN MALLA’

2.1. Aproximadn SPH.

El modo nés sencillo de construir funciones de prueba y de test “sin malla” corresponde a las
clasicas aproximaciones SPH dadas por
Nj(x) = V;Wj(x) = V;W(z —x;,h) 6y
donde el ficleoW (z — z;, h) es una fundn suavecon soporte compacto centrada en laipath
J, y V; es el “volumen” estddtico asociado a la pacula j. El paimetroh, usualmente llamado
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(smoothing lengthen la bibliografa sobre los ratodos SPH o “pa@metro de dilatadin” (dilation
paramete) en la bibliografa sobre los ratoddos RKPM Reproducing Kernel Particle methpfil 2],
es una cierta medida caradstica del tamao del soporte dé&/; (por ejemplo, el radio en funciones
de soporte circular). Las funciones que suelen emplearse con mayor frecuencia (ceus 1son
las exponenciales o |lagplines De este modo, la aproximéci SPHu(x) de una fundn dadau(zx)
puede escribirse e@tminos de las funciones de forma (1) y de determing@dedmetros nodales
parametros de paftula{u,} como

n n
i(x) =Y Nj(@u; =Y ViW,(z)u; )
j=1 j=1
Con los rucleos usualmente empleados, esta aproxipmaes poco precisa en las proximidades de

los contornos del dominio de la furdci interpolada dado que no posee ni tan siquiera consistencia de
orden cero, es decir

Y Nj(@) #A1 3)
j=1
Consecuentemente, el conjunto de funciof®%(z),j = 1,...,n}, donden es el imero total de

parficulas, no constituye una parfici de la unidad, en el sentido dado por Duarte [13]. El gradiente de
u(x) se evaluda como

Vgi(z) =Y VgN;(@u; = > V;VgW;(z)u, (4)
j=1

Jj=1

En la bibliografa sobre los ratodos SPH (ver por ejemplo [14], [15]), se proponen frecuentemente
expresiones alternativas para asegurar determinadas propiedades de ca@mservéas ecuaciones
discretas, que no €8t garantizadas por el esquema de aproxiamaci

2.2. Aproximadn de Mnimos Cuadrados KViles.

Las formulaciones de mimos cuadrados aviles son otro de los grandes tipos de formulaciones
“sin malla”. Aunque difieren en su formuldri, las basadas en funcionesititeo” (como por ejemplo
Moving Least Squares Reproducing Kernel Particle Methypde pueden tamen interpretar como
métodos SPH corregidos y son muy similares en &cfica.

A continuacbn se analizan bajo el mismo marco fundamental las formulaciblmsng Least
Squares (MLSJ2] y Moving Least Squares Reproducing Kernel Particle Method (MLSRKRR))
Sea una funéinu(z) definida en un domini€) acotado o no acotado. La ideastica de la formuladn
MLS consiste en aproximag(z) en un punto dada mediante un ajuste deimmos cuadrados
polinbmico de la fundn u(z) en un entorno de en la forma:

2= zZ2=T

u(e) = (@) = Y p@az)] =o' (@)ealz) (5)

dondep” (x) es una base polmicam-dimensional ya(z)‘ es un conjunto de pametros, tales
X

que minimicen el siguiente funcional de error:
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= e, v weta)], ] a0 ©

nlcleos que habitualmente se emplean en lekodps SPH. Como ya se estabbegnteriormente); es
la longitud de suavizado y es una medida del f@nde(24. Asi, la minimizacon deJ con respecto a
a conduce a

siendoW (z — y, h)‘ un nicleo singtrico con soporte compacto (llamaflg;), elegido entre los
Z

— Qp = 7
f oo POV ut)| u(w)i0s = Mi@at), U
donde la matriz de momentdd (z) viene dada por
M@ = [ puWi-yb)|, ' @)d% ®)
yeQq 2=T

En las formulaciones “sin malla” se elige un conjuntawdgariculas del dominio globdR, de modo
que la evaluadin de las integrales en (7) y (8) puede realizarse usando lasubastdel interior del
dominiof4 como puntos de la cuadratura (esto es, llevar a cabo una intfagramdal), lo que conduce
a

a(z) ‘H — M (2)Poy, Wy (2)uoy )

donde el vectoug,, contiene los pametros nodales de las dattlas de2g, la verson discreta dévi
esM(zx) = Pwav(z)Pgm, y las matrice®q,, y Wy (z) vienen dadas por [12]:

Po, = (p(z1) p(x2) - p(zng)) (10)

Wv(x) :dzag{Wl(mfo)M}, = 17...,774; (11)

En las expresiones anterioreg; denota el imero total de paitulas en el entorno de un punty V;
y x; son, respectivamente, el volumen estido (empleado como peso de la cuadraturaénca) y
las coordenadas asociadas a laipaltai. Obsrvese que los vimenes estasticos de las padidulas
del entorno esin incluidas en la matri¥V+,, obtenéndose la verén MLS delReproducing Kernel
Particle Method[16]. Por otra parte, puede empleaM&en lugar déWv/,

Wi(z) = diag{W;(z — ;) }, i=1,...,ng (12)

que se corresponde con la aproxindaoile mnimos cuadrados a@viles chsica (en la integragn nodal
del funcional (6) se asocia el mismo peso de inte@raaisociado a todas las gdatrtlas). Si ahora se
sustituye (9) en (5), el esquema de interpdiacse puede identificaailmente y ser escrito en la
forma:

i(z) =p” (a:)M_l(a:)PQmWV (T)uo, = NT(a:)qu (13)

por lo que las funciones de forma démmos cuadrados aviles vienen dadas por:
N'(z) = p" (z)M ™' (z)Poz Wy (z) (14)
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Generalmente se emplean bases fufiitas definidas localmente y escaladas, en lugar de las definidas
globalmente(y). Asi, si una funobn se evala en el punta, las funciones de la base &ar de la forma

p(yh"';). Consecuentemente, las funciones de forma son

N*(z) = p" ()M (z)Pog Wy (z) (15)

En los ejemplo en dos dimensiones que se presentan en este trabajo, la base de funciongsamlin
lineales que se ha empleado T = (1,5, tap2), donde (w1, ) Y (y1,y2) Son las
coordenadas cartesianas de los pumtgg. Esta base proporciona consistencia lineal, esto es

n n

Y Ni@=1, ) VgNj(@)=0 (16)
j=1 j=1
Za:ij(a:) =z, ij ®@VgN,(z)=1 (17)
j=1 j=1

2.3. Elecobn del nicleo.

En la bibliografa pueden encontrarse una amplia gama de funciones que se han propuesto como
posibles ficleos y que en la mayor parte consisten en funciones exponenciaf@mes sin que
parezca existir un criterio para la elemeioptima de esta funén. Uno de los @icleos que ras se
emplea es el siguiensplinectbico[14]:

1-— %SQ + %83 s<1
Wj(z):W(a:—xj,h)Z% Lg—g)3 1<s<2 (18)
0 s> 2
_ |z — = - 10 o 1
dondes = 5 ves la dimengin del problema yr toma los valore 7= O enuna, dosytres

dimensiones respectivamente. El coeficienfé” es un factor de escala que se introdun&amente
si se emplean interpolaciones SPH no corregidas con el fin de garantizar la propiedad de normalidad
JWdV = 1. En los ejemplos que presentaremos en esteutstno se hace uso de este factor de
escala.

Esta formuladdn se corresponde con ufigieo de tipo radial, esto es, el soporte datleo es un
circulo (en 2D)o una esfera (en 3D) de radia No obstante, losircleos para problemas en 2D y 3D
pueden construirse tand@n por producto de losieleos unidimensionales en la forma

Wj(z —z;,h) = [[ W) @@" — 2, h") (19)

n=1
siendo z™ la n-ésima coordenada de la dattla z. En esta definién del ricleo, el ricleo
unidimensional;* y la longitud de suavizado caradtgicah™ pueden diferir para cada dimeasi

Si se emplea el mismaleleo en todas las dimensiones entonces el soporte es un cuadrado (en 2D) o
un cubo (en 3D).

Revista Internacional l@todos Nur@ricos en Ingeniéa



6 L. CUETO-FELGUEROSO, |I. COLOMINAS, G. MOSQUEIRA, F. NAVARRINA, M. CASTELEIRO

3. ECUACIONES DEL CONTINUO

En el estudio de las deformaciones finitas de un medio continuo se pueden elegir para su@lescripci
dos posibles sistemas de coordenadas [17],[18]:

e una determinada configuréci de referencia (usualmente una “configusacinicial”). Esta
descripcbn se denomina “material” o Lagrangiana y en ella todas las magnitudes relevantes
eshn referidas a la configuragi inicial del problem#2°;

¢ la configuraddbn actual del medio. Esta descripgise denomina “espacial” o Euleriana y en ella
todas las magnitudes relevantesaasieferidas a la configuragi actual del problemg.

La primera es ras frecuente en manica de 8lidos, en tanto que la segunda easthabitual en
medanica de fluidos. En general, estas dos descripciones coadwidiscretizaciones que no &er
equivalentes cuando se apliquen cogtodos de paitulas [19].

En principio, consideraremos que el comportamiento de un medio contiraugastrnado por las
ecuaciones

(a) Ecuacbn de continuidadLa conservadin de masa puede escribirse en forma material como la
ecuacbn algebraica:
0
pJ =p (20)

siendop” y p las densidades inicial y actual respectivamente] gs el determinante del
gradiente de deformam, J = det(F), F = j—}”(. En lo sucesivoX, z = z(X), Vx y
V2 denotan las coordenadas y los operadores gradiente en las configuraciones de referencia y
actuales, respectivamente. La mayor parte de ket®dos SPH emplean una forma euleriana de
la ecuaddn de conservaén de masa dada por,

d

di; = —p div(v) (21)
donde% indica la derivada temporal materialiyv(v) se calcula en la configuragi actual en
téerminos del tensdrgradiente de velocidad como [17]:

_ Ov(z,t)
- Oz

(b) Momento lineal En la descrip@n lagrangiana, la ecudgi de conservath del momento lineal
se puede escribir como:

div(v) = tr(l), l

= Vgv (22)

d
pOd—’t’:vx-PH (23)

dondeb indica las fuerzas de cuerpo por unidad de voluméhes el primer tensor de tensiones
de Piola-Kirchhoff. Por otra parte, su forma euleriana es

dv

Pat

donde las tensiones se expresan ahora mediante el tensor de tensiones desCauchg la

densidad actual. dtese que en méaica de fluidos puede tand@ni escribirse una ecuéci de
momento en una forma arbitrariamente lagrangiana-euleriana (ALE) como [20]:

~Vg-o+b (24)
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0
p(a—': +v*Vgv)=Vg-0+b (25)

siendov* la velocidad convectiva. En el alisis por elementos finitog;* se define como la
diferencia entre la velocidad del fluido y la velocidad de la malla. Un estudi® aetallado
y exhaustivo sobre este punto puede encontrarse en el texto de Donea y Huerta [21] sobre
formulaciones de elementos finitos en problemas de flujo de fluidos. Dado quettodas
de partculas tipo SPH siguen el movimiento del conjunto deipatas entonces* = 0y el
termino convectivo de la ecudri (25) se anulé&sta es considerada una desciépdagrangiana
del movimiento. La ecuach (24) corresponde a una forma euleriana por cuanto las magnitudes
relevantes eén referidas a la configurari actual, aunque la descripoisea lagrangiana en el
sentido anteriormente descrito.

(c) Conservadin del momento angulaEn nuestros estudios no consideraremos ni distribuciones
de masa con momentos polares ni medios magnetizables.

(d) Conservadin de la enera. La conservacin de la enerig tambén puede ser considerada en los
procesos que involucren intercambio de calor u otroérfenos relacionados:

au

Pt

siendoU la energa interna por unidad de maspel flujo de calor( las fuentes de calor (por
unidad de tiempo y de masa}yel tensor gradiente de deformaciones, definido como

=o0:d—div(q) + pQ (26)

1
d= (Voo + Vzv') (27)

En este trabajo estudiaremésicamente febmenos gobernados por las ecuaciones (20)—
(24) aunque la extertan de la metodoldg considerando todos los efectos eacticamente
inmediata.

4. ECUACIONES DISCRETAS

4.1. Formulacdn de residuos ponderados: funciones de prueba y funciones de test.

Las ecuaciones discretizadas para una formaiteloasada en @todos sin malla se puede deducir a
partir del planteamiento de residuos ponderadoslaAgersbn discreta de la forma variacionadloil de
Galerkin es casi equivalente a la que se obtiene por estimacionegsaisb f22] en las formulaciones
clasicas del ratodo SPH. En consecuencia, esta equivalencia sugiere quet@lonSPH se puede

estudiar en el contexto de lo®todos variacionales de Galekin.

El punto de partida lo constituye la obtemicide una forma variacional de la ecuatide momento:

/p@-avcmz—/a:5de+/b-5de+/an-5vdF 28)
o dt Q Q r

siendof2 el dominio del problemal’ su contorno yn el versor normal exterior en cada punto del
contorno. Si las funciones de test y de pruébg v se aproximan por las funcionés y v, se obtiene

do -
/p—v-(SﬁdQ:—/&:6ldQ+/b-6ﬁdQ+/8n-5ﬁdF (29)
o dt Q Q r
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y las ecuaciones discretas resultan de introducir en esta forma variacional las funciones de test y de
pruebay sus gradientes construidadisegna interpolaéin “sin malla”, esto es

= f: 6v;Nj(z),  Vév(z Z ov; @ Vg N} (z) (30)
1= =1
v(x) =Y viN;(z), Vi Zvj ® Vg N;(x) (31)
=1 j=1

lo que conduce a

Zm {Z / pN; (z d”ﬂ o + / oVg N/ (z)dQ—
Q

N7 (z)b dQ — / Ni(z andF} (32)
Q

Asi, para cada pdrulai, se debe satisfacer la siguiente identidad:

Z / PN (z d”J a0 = — / & Vg N* (z)dS + / N*(2)b 2 + / N*(z)ondl  (33)
Q Q r

Dado que en este trabajo consideraremos ponderaciones de tipo Bubnov-Galerkin entonces se
cumple queN; = Nj;. La versbn lagrangiana de (33) (esto es, con las magitudes referidas a las
configuracbn inicial 2° y con funciones de prueba lagrangianas) es:

Z / PN (XON (X) P g0 — PV N7 (X)d0'+
Qo dt Qo
+ [ N (X)bdQ+ | Nf(X)Pndl® (34)
Qo o

dondeX indica las coordenadas de la paria en la configuradn de referencia.
La identidad (33) puede escribirse en una forma compagataonveniente:
Ma = F"t 4 fevt (35)

dondeM = {m;;} es la matriz de masag,"" = {f."'} son las fuerzas internasF*** = {f:"'}
son las fuerzas externas, que vienen dadas por:

mij = [ pN: (@) (@)do (36)
Q
firt = / oV N/ (z)d (37)
Q
I :/Q N; (m)bdQ+/FNi (z)on dT’ (38)
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Evidentemente se pueden derivar las expresion@egas &stas para la vei@i lagrangiana (34).

Por otra parte, las funciones de forma “sin malla” no se anulan en los contornos con condiciones
esenciales; consecuentemente, la integral en los contornos en (38) puede descomponerse en dos
terminos

/ N*(z)om dT = / N (g)om dT, + / N*(z)om dT, (39)
T I, 'y

donderl’,, y I',, denotan los contornos en los que se prescriben respectivamente condiciones esenciales
y condiciones naturales,j = I', UT',,. Sobre este aspecto de la formutacise incidia en este
arficulo mas adelante.
Finalmente, si se considera la ecuscf21) de conservatn de la masa, y se hace uso de la expresi
(31) paraV;, debe cumplirse para cada pentia

dpL . n
o —pidiv(v); = —p; Z'Uj Vg N;(=) (40)

j=1

que es equivalente a considerar una forma variacional de la éoudeiconservaén con un esquema
de ponderaéin de colocadn puntual.

4.2. Integracdbn nunérica.

La integracbn nunérica de las ecuaciones discretizadas de la forma variacional es uno de los
aspectos @s importantes y controvertidos de logtwdos “sin malla” y taml@n el origen de sus
conocidas imprecisiones e inestabilidades [9],[22],[23],[24].

Las caractésticas esenciales que deben tenerse en cuenta a la hora de elegir o desarrollar un
esquema de integraei nunérica para un @todo de partulas son las siguientes) el esquema debe
ser razonablemente precidg),en aplicaciones hidrodamicas lagrangianas, la cuadratura Buca
debe continuar manteniendo el &eter “sin malla” del rdtodo, yc) el esquema de integraéci debe
ser computacionalmente eficiente.

La fase de integradn nunerica de las ecuaciones forma parte de la naturaleZzaseta de los
métodos “sin malla” y ha constituido un tema de estudio muy notable en formulaciones basadas en
el método de Galerkin como @lement-Free Galerkin methd@]. Sin embargo, no ha sido un tema
explicitamente estudiado en&inbito de los ratodos SPH, probablemente debido a que la integynaci
nodal forma parte de la fundamentaeide las formulaciones SPHamtempranas y porque ektodo
ha sido considerado como una formutatde colocadn puntual. En el marco de losatodos SPH, el
uso de cuadraturas n@mcas alternativas a la integraninodal surge imftitamente en el concepto
de los “puntos de ten@n” o “stress-points” Recientemente, Belytschko y sus colaboradores [22]
han reinterpretado el @odo SPH como un @todo de Galerkin con integréci nodal. En nuestra
opinién, los netodos de Galerkin proporcionan un marco de referencia claro para analizar el uso de los
mencionado&stress-points”

4.2.1. Losratodos de partulas y las ecuaciones del continucExisten diferencias importantes en lo
relativo a la integra@n nunerica entre los @todos “sin malla” y los ratodos basados en la geneoaci
de una malla correspondiente a la discreti@aaiel dominio como el &todo de elementos finitos.
Esencialmente dos: la complejidad de las funciones de forma que definen la intémptsatimalla”

y la ausencia de un marco espacial en el que definir los puntos y pesos de la cuadratuiganum
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Como puede verse en el desarrollo de las secciones previas de este trabajo, las funciones de forma
de minimos cuadrados aviles y sus derivadas son funciones complicadas que en general no pueden
ser integradas exactamente empleando cuadraturaéricas{24]. Por otra parte, los verdaderos
dominios de integradin de la forma variacional definida globalmente corresponden a las intersecciones
entre los soportes de las fattlas. A$, dado un conjunto arbitrario de prulas, la definidn de
dichos dominios como las intersecciones de los soportes de cataileaptiede constituir una tarea
inabordable desde un punto de vista computacional en problentsidos al requerir la generaci
de una “malla de integraimn” para cada paso de tiempo.

La ausencia de un marco de referencia espacial es una diferencia muy importante y en ella radica
la naturaleza de los @odos “sin malla”. Los retodos “con malla” edin basados en particiones del
dominio en determinados elementos no solapados que representmitarghte una parte de ese
dominio. En problemas en los que se producen fuertes deformaciones del dominio, estos elementos
individuales pueden sufrir severas distorsiones con las consiguiesteislas de precién en los
calculos. A su vez, la malla de elementos constituye el marco espacial natural para definir la irtegraci
de la forma variacional, que se construye por ensamblaje de las contribuciones elementales —
calculadas elemento a elemento—. Asimismo, las ecuaciones discretas establecen equilibrios entre
regiones (esto es, los elementos) del dominio que es consistente con la derdeicnodelo de la
medanica del continuo.

A diferencia de los elementos, las pauias tienen masa y volumen de la que son representativas
implicitamente. Ag los volumenes e&n concentrados en las gattlas sea cual sea la forma real que
tenga el subdominio de la paotila. Esta es una ventaja computacional muy importante de@tsios
de partculas, sin embargo el marco espacial no se preserva. Las ecuaciones discretas resultantes de
los métodos de paitulas taml&n pueden interpretarse como ecuaciones de equilibrio de fuerzas entre
ellas, lo que no se corresponde con los fundamentos de lanicacde medios continuos: en este
sentido, la filosda que subyace en losatodos de paitulas no es conceptualmente consistente con
los modelos de la ménica del continuo. Esta contradionise soslaya al menos parcialmente si las
parficulas se consideran representativas de una determinada;regi embargo, oleésvese que el
axioma fundamental de Cauchy de ramica del continuo establece que las interacciones entre regiones
tienen lugar en la forma de densidades de fuerzas en los contornos y no fuerzas entre centroides. En
concluson, la “incertidumbre” espacial que introducen las fgaitas es suficiente para transformar la
aparentemente simple integraeide la forma variacional de Galerkin en un problema @éico mas
desafiante.

Seguidamente se revisan brevemente algunas dédagas de integra@h mas empleadas que se
han propuesto en la bibliogiafy se comentan algunos aspectos importantes de su implendentaci
practica. En este punto, queremos notar que en nuestrabopiai integradin en los rétodos “sin
malla” es un tema que estlejos de cerrarse y en el que probablemente se pré@duewvances
fundamentales en breve.

4.2.2. Integraddn nodal. La integracbn nodal se ha empleado al menos imighmente en todas

las formulaciones SPH desde que se propusieron erilms setenta. Es obvio que es la @pcimas
ecoromica y que el esquema resultante es completamente “sin malla”, esto es, no precisa de ninguna
malla auxiliar en el que llevar a cabo la integfati A4, las pariculas se emplean como puntos

de integradin y se eligen como pesos de la cuadratura @riga los correspondientes ohenes
estadisticos de cada una. En el caso de la forrahildde la ecuaéin de momento euleriana que se

ha presentado en la segnianterior, se tiene que
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Ma=F"" + F (41)
donde
mij = Zn:pkNi* (z)Nj (k) Vi (42)
k=1
fit=— inVwa (@) Vi (43)
k=1

7= En: Ni (1 )b Vi + i N} (zr)om Ay (44)

k=1 =1

En las expresiones anterior&s,representa el volumen tributaio asociado a laipalki k. Las £cnicas
que se utilizan para determinar dichos(rokbnes vaan desde las simples particiones del dominio a los
diagramas de Voronoi. En las formulaciones SPatiiecuentes, se asocian determinadas densidades
y volumenes iniciales a las pantilas, y consiguientemente, masas. Estas massisd$” { M} se
mantienen constantes durante la simdlagy las densidades son variables que se van actualizando a
través de la ecuadh de continuidad. Aslos volimenes de las paculas se obtienen en cada paso de
tiempo comoV;, = = Obsrvese, que en la formuldri que se propone en esteiauto, las masas
“reales” o “fisicas” dpek las paitulasi/;, son diferentes en general de las masas ‘&niras”m,; dadas
por (42), y derivadas en el esquema de Galerkin.

La imposicbn de las condiciones de contorno naturalesis€d4) requiere primeramente “localizar
el contorno”, es decir, obtener una aproxindacial contorno formado por ciertas gattlas, y
seguidamente determinar los pesos de integnadi, asociados a cada pemla del contorno y
necesario para calcular (44).

La integracbn nodal es la causa de las conocidas inestabilidades de&togos “sin malla”. Beissel
y Belytschko [23] y Bonet y Kulasegaram [9] han analizado los resultados de esta cuadratura en el
contexto de los mtodosElement Free Galerkity SPH corregidos y han propuesto formulaciones
variacionales modificadas basadas en estabilizaciones idenos cuadrados que requieren las
derivadas segundas de las funciones de forma. Por otra parte, Chen y sus colaboradores han propuesto
una integradn nodal que da lugar a esquemas Btinos estables [25], basada en un suavizado de las
deformaciones pero que requiere el diagrama de Voronoi del conjunto dmifgty, por consiguiente,
un elevado coste computacional.

4.2.3. Malla de integracin auxiliar. El esquema de integrai nunerica mas frecuente en los
métodos EFGM y RKPM consiste en la defiGiocide una malla auxiliar de integraci formada por

celdas no solapadas que cubren la totalidad del dominio y en la que se definen cuadrataressum

de Gauss de alto orden (Fig. 1)[26]. En general, estas celdas no se corresponden con los dominios de
integracon; no obstante, se recupera el “marco espacial” que requierétetimde Galerkin, con el
consiguiente coste de genekatide la malla de integraim. La matriz de masas y el vector de fuerzas
resultan en la forma

ninte

mij = piN; (@) Ny (@)W (45)
k=1
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ninte

==Y 6xVaN; (k)W (46)
k=1
ninte ninte®?
f?mt = Z Nz—*(.’l:k)kak + Z NZ*(xk)EknW,f (47)
k=1 k=1

dondeninte es el mimero de puntos de integraaci (generalmente intervienen uamero pequigo

de puntos de acuerdo con el soporte de lasqaas), yW; es el peso de integragi asociado al

punto k. El nomero de puntos involucrados en la integbactle los contornos esinte®, y Wp

es el correspondiente peso de integradile la paitula & del contorno. Estaétnica, que ha sido
aplicada con relativéxito en varios problemas de n@gca computacional [26], no es apropiada en
simulaciones SPH lagrangianas, debido a que los dominios cambian continuamente. En su lugar, se
ha propuesto en la bibliogiaf sobre los ratodos SPH un esquema de integbacsimilar aunque
“relajado”: las llamadas formulaciones de “puntos de tensionéstress-points”

PARTICULAS PUNTOS DE INTEGRACION CELDAS DE INTEGRACION
\ [ ]
+ N+ @ et + ||+ o |+ ot AT + N\ +
+.' + N + Y ’% + e+ +\ +
°
+ o I T + |+ ¢ |+ + |+ ot
+ + |+ e+ |+ + |+ + ot + |+ + | + +
° . °
+ + |+ + | + + |+ + |+ + |+ + | + +
[ ] Y
+ t | te Tt e+ |+ + |+ T+ et |+ +
°
+ + |+ + | + Lo R I S B + | +e +
N A + |+ °
° ° ° L4

+
°
+

+ 4|+ + |+ 0 + |+ + | + + 4+ |+ e+
°
+ 4|+ + | + + |0+ |+ e | % + |+ o+
o
+ + + 4|+
°
o +@ ® o+ | + +eo +
°
+ o | T + | + + |+ + |+ + |+ + | +e +
o . °

Figura 1. Malla auxiliar de integraimn.

4.2.4. “Puntos de tensiones” o “stress-points”El concepto dée'stress-points” fue propuesto por
Dyka, Randles y Ingel [27] en un intento de eliminar inestabilidades tensionalegttelorSPH [28].

La idea lasica —que todda permanece en la bibliogfafdel nétodo SPH— es la de calcular las
tensiones fuera de los centroides, esto es, de ldsplat. Este planteamiento realmente significa usar
una cuadratura nu@nica alternativa a la de integraoinodal en la forma variacional de Galerkin de las
ecuaciones del continuo. En consecuencia, las ecuaciones discretas son absolutatngatea(®5)—
(47), Hlo que ahora a los puntos de integéacise les llamatress pointses decir, se emplean unos
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puntos de integrach que no tienen por@coincidir con las paitulas y que se encuentran dispersos en
la nube de paitulas sin estar referidos a ninguna malla auxiliar (Fig. 2).“stress-points”se definen

al inicio de la simuladn y su movimiento edtcompletamente determinado por el movimiento de las
parficulas, esto es

~S = d/\j ~S
o= uN(z), =% (48)
j=1

dt !

donde el supéndices se refiere a loSstress-points”

En nuestra implementdmi, y por consistencia con la defirbc de las funciones de test, las
densidades se calculan en las fraitas haciendo uso de la ecuatie continuidad y seguidamente se
interpola en losstress-points’, es decir

pi=>_ piN;(}) (49)
j=1

Notese que en la exprési anterior se asume que = p;, esto es, se emplean comparameros

nodales de la densidag; los valores nodalesealesp; obtenidos de la ecudmi de continuidad. Es

de esperar que los errores que pueda introducir estaesis sean despreciables, en particular en el
analisis del flujo de fluidos casi incompresibles. Vignjevic et al. [29] han propuesto una implendentaci
distinta en la que la ecudxi de continuidad se impone en ltgress-points” Teniendo en cuenta

las ecuaciones discretas que resultan es sencillo identificar que los desplazamientos, velocidades y
aceleraciones se calculan en las foaitas, en tanto que las restantes variables asociadas —como por
ejemplo las tensiones— se requieren solamente en los puntos de la cuadratura, esto &stresstos

points” o “puntos de tensiones[6], [29].

Con esta é&cnica, los puntos de integraoi se mueven; es decir, la “malla” de los puntos de
integracon se adapta continuamente al dominio cambiante, evitando trabajar con una malla auxiliar
“rigida”. Llegados a este punto, ya se dispone de los puntos de la cuadrat@acayisin embargo
falta por determinar los pesos de integoacile dicha cuadratura.

Noétese que los dos conjuntos de puntos (lasi@dds y los puntos de integréci) esén
desacoplados. Inicialmente ambos representan en dominio computacional global y se establecen con
masas, densidades y Uahenes tales que

Zn:vip:V, ivis:v (50)
p=1 1s=1
zn: M;, = M, 3 M, =M (51)
ip=1 is=1

dondeM y V son la masay el volumen inicial del medio estudiadoyyns son el rimero de paftulas

y el nimero de puntos de integraai (los “stress-points’). A medida que avanza la simuléani

ambos conjuntos derivan en dos dominios yivmeénes computacionalmente diferentes: lad@aes
contienen la informaéin de las posiciones y movimientos del medio, mientras que el conjunto de

los puntos de integraimn constituye el dominio computacional en el que se hacendlusilos de

las integrales. Es evidente que esta duplicidad de dominios debe ser controlada cuidadosamente para
preservar la preciéh de los resultados obtenidos con esétado.
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Figura 2. Nube de pddulas y“stress-points”(doble malla).

Belytschko y sus colaboradores [22] han propuesto una impleméntalternativa en la que tanto
las pariculas como losstress-points”se usan como puntos de integfati Es decir, es un esquema
de integradn nodal “reforzado” con unos puntos de integbacadicionales (Fig. 3). Aslas fuerzas
internas —sin considerar tracciones en los contornos— resultan:

firt=— Z 6,V N} (zip)V, Z 6:s VN (2is) Vi (52)

p=1 15=1
Los pesos de integrami W; y V2 (diferentes de los vaimenes “reales”) son tales que

ns

S (53)

ip=1 1s=1

La determinadin de estos pesos es el mayor inconveniente de este esquema en el caslea® n
eulerianos. El diagrama de Voronoi de las maitas y de losstress-points”deben evaluarse en cada
paso de tiempo, lo que implica un considerable esfuerzo computacional. No obstante, en el caso de
nlcleos lagrangianos los diagramas se calcUl@inamente en la configuraxci inicial por lo que el
esquema resulta algoas eficiente.

Finalmente, proponemos otra implemenbacde los“stress-points” que, de alguna modo, puede
interpretarse como la extedsi bidimensional del algoritmo 1D de Dyka, Randles y Ingel [27] en el
que un “elemento” eatasociado a una partila y las tensiones se calculan utilizando dos puntos de
integracon del “interior de cada elemento”. En la vénsi2D, una redgn del dominio est asociada
a cada partula, y ciertos puntos “representativos” dentro de cad@negg emplean como puntos de
integracon. A diferencia de la formulach en “doble malla” o “doble nube de puntos” presentada
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PARTICULAS

"STRESS /

POINTS"

Figura 3. Paitulas,stress-points”y celdas de Voronoi.

antes, los'stress-points” esin ahoraasociadosa las paficulas y representan cierta pdrai del
volumen nodal. Por otra parte, y dado que se desea evitar determiriaitarpgnte la re@in asociada

a cada paftula (calculando los diagramas de Voronoi, por ejemplo), se opta por asignar una regi
nodal a cada pddula de modo que Id'stress-points”se definen en dichas regiones (Fig.4) y los pesos
de integradn V;;, vienen dados por

=V (54)

B
Il
—

dondens; es el imero dée'stress-points”asociados a una patilai, V3, es el peso de integrai del
“stress-point” k asociado a la pddulai, y V; es el volumen de la paculai. Se asume que la reléci
V3. /Vi permanece constante en la evolucie la simuladin. Dado que generalmente las peutas
se sifian inicialmente siguiendo una i@ila nas o menos regular, la situaaiinicial de los puntos
de integradn (y, en consecuencia, la determirtacinicial de las regiones asociadas a caddqas)
suele ser sencilla. Si a medida que avanza la simanadbs puntos de integram asociados a cada
parfcula se mueven con su misma velocidad, la forma de l@mnegodal asociada a cada penta
permanece inalterada. Este esquema puede ser inadecuado si hay grandes distorsiones en el dominio,
siendo nas conveniente entonces desplazar‘stess-points” sedin (48). Con esta implementaci
se consigue adems obtener una cierta medida de la distorgie las regiones asociadas a lasipalds

a partir del movimiento de los puntos de integosc{esto es, de Idstress-points’).
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Figura 4. Paitulas y“stress-points”asociados.

4.3. Matriz de masas diagonal.

Como es sabido del afisis por elementos finitos, el empleo de la matriz de masas completa en
aplicaciones fcticas no suele ser eficiente por lo que se opta por emplear una matriz de masas
agrupada (diagonal). Una forma sencilla de agrupamiento consiste en asignar como valor de cada
elemento de la nueva matriz diagonal el de la suma de los elementos de su fila en la matriz de masas
completa. Esto es, la masa agrupada asociada a la padula: es

M; = zn:mij = zn: /Q pN; (x)N;(x)d2 =
=1 i=1
-/ pNz*(m)(iNj(z))dﬂ — [ o @yae (55)

siempre que las funciones de forma sean al menos completas de orden cero. La forma discreta, sin
especificar ningn esquema de integréci espetfico, es

ninte

Mi =" piN; (@) Wy (56)
k=1

dondeW, es el peso del punt de la cuadratura. Obsvese que, si las funciones de test son témbi
completas al menos de orden cero, este agrupamiento verifica
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n n ninte ninte n ninte
ZM'é = Z Z PN ()W = Z pk’( Ni*(xk))wk = Z pxWie =M (57)
i=1 i=1 k=1 k=1 i=1 k=1

siendo M la masa total del cuerpo.@fese la importancia de elegir correctamente los pesos de
integracon y las densidades para los puntos de integreen este esquema.

No obstante lo anterior, (56) no es una exgeshabitual en la bibliogréh sobre los ratodos
SPH. La pactica nas extendida consiste en emplear las masas de lasypast‘reales” como masas
agrupadas “nuiricas”, esto es

M, = M; (58)
verificandose, evidentemente, que
> Mj=M (59)
1=1

5. APLICACIONES A PROBLEMAS DE DINMMICA DE FLUIDOS.

5.1. Tensor de tensiones.

En los ejemplos que analizaremos en este trabajo asumiremos que el fluido es newtoniano
compresible y los iicleos eulerianos, esto es, las derivadas y las diferentes magnitudes referidas a
la configuraddn actual. Ag las fuerzas internas se relacionan con el tensor de tensiones de Cauchy en
la forma

o= —pl +2ud (60)

siendop la preson, . la viscosidad yd' la parte desviadora del tensor velocidad de deforomed;
dado por

d=d- %tr(d)I, d= %(Vu + Vo) (61)

Las versiones discretas del gradiente de velocid&&s;) y del tensor velocidad de deformanid
vienen dadas por

Vi(z) =Y v; @ VN;(z), d= %(Vﬁ +Vo') (62)

j=1

Asi, el gradiente de velocidades en un pustfen nuestrosaculos se trat@ de las coordenadas de
una paricula o de un punto de integraci) se calcula a partir de los @anetros de la velocidad de las
parfculas{v,}. La divergencia del vector velocidad es

V v(z) = tr(Vo(z)) = i’uj - VN, () (63)
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Por otra parte, emplearemos una ecbacie estado de la forma [30]:

~[(2)]

siendoy = 7y k se elige de modo que el fluido sea casi incompresible; en los flujos gravitatorios la
densidad inicial de las paculas se ajusta para obtener la poashidrosética correcta calculada con
(64) [30]:

1/~
p— Po(l + W”) (65)

dondeH es la altura total yy = 9,81 m/s>.

5.2. Ecuaciones discretas.

A continuacon presentaremos el conjunto de ecuaciones correpondiente a la dis@etesgzcial.
Tal como ya comentamos anteriormente se considera una for@uleariacional con ponderaxi
de tipo Bubnov-Galerkin por lo que las funciones de prueba y de test pertenecen al mismo espacio
funcional.

e Ecuacon de momento.

M, d'vz

_ fznt + fezt (66)

siendoM; la masa agrupada de la pacﬂaz y fi"t'y f¢** las fuerzas internas y externas
respectivamente, dadas por:

ninte

==Y 6, VNi(zk) Wi (67)
k=1
ninte ninte®?
prt Z N .’I)k kak + Z ka ak'n,Wk (68)

Como puede verse se ha preferido expresar la formaraam una forma general sin especificar
el tipo de esquema de integraninunerica, y en la queinte indica el mimero total de puntos
de integradin. Ob&rvese que deben definirse los apropiados pesos de intagyéigitanto para
los puntos de la cuadratura en el dominio y en el contorno.

Por otra parte, el tensor de tensiones debe calcularse en cada punto de oriesp@oi

. N ~
o, = —pid+ Z,dek (69)

dondeﬁ;C se relaciona con el tensor gradiente de velocidades como se ha indicado en (62).
e Ecuacbn de continuidad.

dp; _
i div(v); = —p; Zl'vj VN;(z;) (70)
j
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5.3. Consecuencias de la falta de la propiedad de interpdlaniodal.

5.3.1. Relativas al movimiento de las gattias. En anteriores secciones se ha presentado la
aproximacdn “sin malla”@(z) de una fundn u(z) en €rminos de unas funciones de formalseg

U(x) =Y u;N;(x) (71)
j=1

donden es el imero total de paitulas y{u;} es el conjunto de pametros nodales. En este misma
linea, la velocidad interpolada en un punto dade obtiene a partir de la informaci de las partulas
“vecinas” mediante

z) =Y v;N;(x) (72)
i=1

A diferencia de las funciones de forma interpolantes de elementos finitos, las funcion@sdean
cuadrados rwviles y las funciones de forma deletodo SPH e&indar no verifican la propiedad de
interpolacobn nodal, esto es,

Nj(x:) # 6i (73)

Asi, en general,

;= v(x;) Z'v] (x:) # v (74)

y los pametros nodales no coinciden necesariamente con los valores interpolados. En nueétra opini
este hecho ha introducido cierta con@isien muchas formulaciones deletndo SPH porque ha

sido ignorado. Con el fin de deducir un algoritmo consistente, las ecuaciones discretas deben ser
manipuladas correctamente ya que dichas ecuaciones no tiene un sentido tan claro y directo como
las ecuaciones discretas obtenidas de funciones de forma que satisfacen la propiedad de ioerpolaci
nodal. Las ecuaciones discretas de continuidad y momento dependen de velocidades, gradientes de
velocidades y aceleraciones que se calculan usandmnetios de velocidad nodalés; }, y no las
velocidades nodales (interpoladas) “real¢s;}. No obstante, antes de mover las farfas, deben
calcularse tales velocidadigerpoladas

v(@) = ) v;Ny(=) (75)
j=1
y hacer uso d¢v;} para mover las pddulas segn
dx
= _5 76
=Y (76)

Es conveniente en este punto insistir en que mover lagpkas con{v; } no es ninguna corredn,
sino que es el esquema correcto, consistente con la aprogimiaan malla” usada. En la bibliogria
sobre SPH es frecuente el empleo de versiones que de alpdo son modificaciones de esta
formulacbn, por ejemplo la llamada correéci XSPH de Monaghan [30]. Con el fin de ilustrar este
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aspecto cons&tense las funciones de forma dénimos cuadrados aviles {NV,(z)}: Tras calcular
los paAimetros nodalefy; }, se mueve la padula: con velocidad

v, = Z'v] =v;N;(z;) + Z'Uij(xi) (77)

J#i
Dado que incluso las funciones de forma dmimos cuadrados aviles construidas con polinomios
constantes forman una partiai de la unidad, la anterior exprésise puede escribir como

v =vi(1-) Nj(@))+ Y v;N;(:) (78)

j#i j#i
gue, reordenando loérminos, conduce a

vi=v;+ ) (v; i (i fvﬁrz (zi) (79)

J#i

Consideremos a continu&ci las funciones de forma delgtodo SPH, dadas pd¥; () = %Wj (x).

La deducaddn anterior es incorrecta para estas funciones por cuanto no forman unapadtcia
unidad,

§ : LWy () # 1 (80)
Iz
Si expresamo®/;(z) como

Ni(z) = “iw,(z) =1 - az (81)
pi i

dondea es un determinado pametro que puede depender de la dispbride las pattulas, del
nlcleo empleado, etc., e introducimos esta expresh (77) y reordenamos, se obtiene

—vz—l—az v — ;) (wz)+(1—a)Z@ijj($i) (82)
i
Una versbn simplificada de (82) es
~ - my;
v; :1]1'4’627('0]' —v;)W;(x;) (83)
j=1 7

dondec es otro paimetro (desconocido). Esta expeses absolutamente@oga a la que se propone
en la correc@n XSPH definida como [30]

n

v; :v¢+62%(0j — ;) Wj(zi) (84)
j=1 1

siendop;; = 0,5(p;+p;). En nuestra opiidin, esta “correcéin” es en realidad una vegsiheuiisticade
la forma consistente (75). Sin embargo, en la coret¥SPH la ecuadin de continuidad se resuelve
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usando los valores de las velocidades corregidasnsé®yt), que no es un procedimiento consistente
con nuestra formulaéh por cuanto la ecuaim de continuidad se plantea émrhinos de{v; }.

En la pactica, los paametros de las velocidades nodales se emplean para resolver las ecuaciones
discretas y las velocidades nodales interpoladas se emplean para moveritagagaQueremos
remarcar que esta formuléci no es suavizado ni es una corréccie las velocidades, sino que se
trata del procedimiento consistente con un esquema de apro&imaoe no verifica la propiedad
de interpoladn nodal. Mtese finalmente que la ecudweide continuidad se plantea en fuii
de las densidades “reales” y, por consiguiente, las densidades que se obtienen pueden introducirse
directamente en la ecuéci de estado para calcular las presiones.

5.3.2. Relativas a la imposim de las condiciones de contorno esencialdsa verificacbn de
las condiciones de contorno constituye uno de los aspecéssimportantes y problefticos de
los métodos SPH dado que no pueden ser impuestas de un modo tan directo y claro como en las
formulaciones basadas en ettodo de elementos finitos.

En el caso de las condiciones de contorno natur@sts esn incluidas en la formaébil a
traves del érmino de tracciones en el contorno. En este caso, la principal dificultad se “reduce” a la
determinadn de las partulas que constituyen el contorno y sus pesos de intégraen este trabajo,
las tracciones en el contorno se corresponden a contornos de superficie libre y en consecuencia las
integrales sobre los contornos naturales se anulan (no se consideran los efectoénisupasiicial).
Desafortunadamente las funciones de test no se anulan en los contornos esenciales, por lo que la
forma cebil del problema contiene u@rmino que incluye tracciones en contornos con condiciones
esenciales. Las fuerzas externas en la ebunat® momento de una patla de fluidoi son

?

Feot = i N} (z)bd + /F N} (z)on dl, (85)

y su versbn discreta, en el caso de integatinodal, es

n
£ =N (=5)bV + YN (x5)5n4; (86)
j=1 jeB

dondeB es el conjunto de padulas del fluido en los contornos con condiciones esenciales (esto es,
localizadas suficientementegximas al contorno. Como se puede observar, el segundo sumando en
(86) involucra a las “vecinas” a la partilai pertenecientes A.

Por otra parte, dado que las funciones de forma dieimos cuadrados aviles no satisfacen
la propiedad de interpolami nodal, las velocidades no se pueden imponer directamente. En la
bibliografia sobre el ratodo SPH las condiciones de contorno esenciales han sido tratadas como
contacto fluido-estructura y se han propuesto y usado amplian@mtizds espéficas tales como
“particulas imagen” y “fuerzas del contorno” [14]. En las formulacionessichs de fuerzas del
contorno, ciertas fuerzas &en sobre aquellas pantilas poximas al mismo (las del conjunts).
El contacto con los contornoélilos se detecta por la distancia entre lasipalds del fluido y ciertas
particulas del contorna@ue permanecen fijas en el contorno de la estructura y ao @stluidas en
los clculos generales. Congiaese, por ejemplo, una patla del fluido: € B. El vector de fuerzas
externas para dicha partila es

£ =D Ni ()b V + > N/ (z;)5mA; + Y FI (87)

j=1 jeB JjES
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dondeS es el conjunto de las pactilas del contorno@idas y.7-'{f es la fuerza del contorno ejercida
por la pariculaj sobrei (que depende de la distancia enitsej, sus velocidades relativas, etc.). En la
mayoiia de las formulaciones delgtodo SPH, se obvia el segundo sumandoétetino de la derecha
de (87), correpondiente a las tracciones en los contornos esenciales, de modo que resulta

Fi =D Ni ()b Vi + Y F (88)
j=1

JjES

mientras que para las ptlas interioresi(¢ B),

£i7 = N ()b, V; (89)
j=1

Esta &cnica puede ser reformulada planteando énoaita de penaliza@n similar a las empleadas
en las formulaciones “sin malla” imigitas [9]. Ad, las condiciones de contorno esenciales se imponen
mediante la definiéin de un potencial de penalizanill’? definido en el contorno:

mr = ! / (v —v®)dr, (90)
2 Jr,

donden es un paimetro de penaliza@n (generalmente de valor elevada)’§ es la velocidad prescrita

en el contornd’,,. Asi, la primera variad@n de (90) es

ST =1 / 60 (v —v7)dl, (91)
r,
expresbn que puedefedirse a la forma variacional de Galerkin (28). Haciendo uso de intégraci
nodal, se obtiene la siguiente exptespara la fuerzg‘f” sobre la paitula: debido al potencial de
contorno definido en (90):

F7 =0 (0 vf )N} ()4 (92)
jeB
Por otra parte, la expresi
.7'-j = T](‘/U\j — 'Uf)Aj (93)

se puede interpretar como ufgerza debida a la proximidad de la péstila j al contorno(es decir,
debida a queg € B), y consecuentemente la exp@si{92) se puede reescribir en la forma

fi7 =Y F;iN;(x)) (94)

jeB

Esta expregéin sugiere un implementadri nueva de la formulagh de fuerzas de contorno para
contornos élidos. A4, las “fuerzas’F; se calculan de modo similar al expuesto anteriormente para el
esquema dsico de fuerzas del contorno como

7=y ©9

keS
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en la que se puede establecer una dependencia generﬁﬁaamla forma

Fi = F¥(Avjr, Azjy) (96)

J

siendoAw;;, = 9; — vP y Az, = z; — zx, y dondev? es la velocidad prescrita para la pewta del
contornok.
Finalmente, si se emplean (94) y (95), el vector de fuerzas externas para loigpdeda es

fot= i N} ()b, V; + X Ni(2))6,mA; + X Ni(2)F, =
1= JEB JjEB
Z Hx)b Vi + Y (.7" +amA; ) *(x5) (97)
j=1 jEB

en la que como puede observarse, las fuerzas del contorno no se éjeoegnente sobre las peantlas
proximas al contorno, sino tan#n sobre sus vecinas. Adamse han incorporado a la formulati

los terminos correspondientes a la integral sobre contornos con condiciones esenciales. Por otra parte,
dado que las fuerzas de penalizacy; son mucho mayores que losrtinose;nA;, la expreshn

anterior se puede aproximar en la forma

n

fot Z (z)b;V; + > FiN; (z;) (98)

j=1 JjEB

5.3.3. Relativas a la inicializabn de las variables. Otro aspecto sobre el que debemos incidir
especialmente es en lainicializagide las variables, en particular la distrikrcinicial de velocidades
en &rminos de las velocidades noda{wg} De nuevo, en losalculos se precisan Iggarametrosde
velocidad nodaf{+)} tales que

j=1

por lo que se debe resolver un sistema de ecuaciones lineales para obtener los véhjjr}as de

En algunos casos particulares, el hecho de que las funciones de form@mesrcuadrados aviles
con bases lineales reproduzcan completamente cualquiedfulioeal simplifica la aplicadin de las
condiciones iniciales. Sea, por ejemplo, un campo de velocidades iniciales constadmies- v°.
Entonces, se puede elegt = v°, Vj = 1,...,nyaque

n

2’(z) =) vIN;(z:) =° Zn: Nj(z) = v° (100)
=1

De un modo similar, dado un campo linedl(z) = Cz, dondeC es una matriz de constantes (de
dimensbén 2)

= Z Cz;N; =C Z z;N;(x) = Cx (101)
j=1
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y consecuentementéj) = Cz;, Vj = 1,...,n. Evidentemente, estas conclusiones son ciertas para
funciones de frmimos cuadrados aviles con bases polimicas lineales porque tiene consistencia de
orden 1.

No obstante, incluso en el caso de las formulacionasiaas del ratodo SPH (cuyas funciones no
tienen consistencia cero), suele ser uricfica habitual considerm? = 62; y es posible que en la
mayor parte de las formulaciones SPH se considerafleev; en todos los &@lculos. Estas hitesis
son incorrectas y causan errores importantes en las simulaciones.

5.4. Ecuaciones discretas alternativas.
En la bibliografa sobre el ratodo SPH es frecuente calcular el gradiente de velocidades como,

Vo, = i(’l)j —v;)® VN; (z;) (202)

j=1

Si se consideran funciones de prueba dieimos cuadrados aviles lineales, entonces,

n

Z(’Uj —v;) @ VN,(z;) = zn:'vj Q@ VN;(z;) —v; ® Xn:VNJ(IIIZ) = i’l)j ® VN,(z;) (103)

j=1 j=1 j=1 j=1

por lo que (102) es equivalente a (31), salvo por errores de redondeo. A pesar de que en el caso de
campos de velocidades constantes en los que con el empleo de (102) se eliminan tales errores de
redondeo, no parece que tenga ventajas significativas en un problema general.

Si se emplea interpolam eséndar de tipo SPH entonces (103) no se verifica, y ambas
formulaciones no son equivalentes. Esta simetrirabia sido ampliamente utilizada para garantizar
gradientes de velocidad correctos para campos de velocidades constantes. Sin embargo, en nuestra
opinion, esto corresponde a una eléccidiferente de las funciones de prueba lo que debssr
considerado, por consistencia, en la formw@aan todo momento en el que aparecen las funciones de
prueba. Un razonamiento similar se puede aplicar para el caso de las fuerzas internas. Urtmexpresi
muy empleada en la bibliogfiafde los nétodos SPH es, para un esquema de integmnawddal:

= - Z(ak +0;)VN; (1) Vi (104)
k=1
y mas frecuentemente
f' == 6k +3:)VN; (zk) Vi (105)
k=1
Dado que las funciones de test dettodo SPH egindar verificarVN;*(zx,)Vi, = —VN; (z;)V;,

el uso de (105) garantiza la consengacilocal del momento lineal. Y el momento angular se
conservaa tambén en ausencia de tensiones cortantes [8].
Obsrvese que, en general, empleando las aproximacionegileas cuadrados aviles

i VN (1) #£0 (106)
k=1
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VN}(x)Vi, # —VN; (z;)V; (207)
Por tanto, la expresn (105) ni es antisigtrica ni consistente con la defirici de las funciones de test
gue proponemos en (30), y consecuentemente no se efmpkearlas fuerzas internas.
5.5. Integracbn temporal.

El esquema de integraei temporal que hemos empleado en las simulaciones es un algoritmo
explicito de segundo orden de tipo predictor-corrector [14]. La secuencia de actualizaciones de las
velocidades, densidades y posiciones de lasquéas que se realizan en cada paso es

(a) en lafase “predictora” del algoritmo (se indica con el sufredice P):

P Atk

_ ak
v; =v; +5a;

pf = + LD (z*,v")
zl =z + 5o} (108)
(b) en la fase “correctora” del algoritmo (se indica con el sufiediceC):
of =of + Sal* (0", p" 2")
p§ = pf + 5LD(z",v7)
xl =z + 557 (109)

(c) y finalmente, se obtienen las variables en el pasel:

vf“ =208 —oF
pitt =2p7 — pl
it = 20 — gh (110)

En la pactica hemos considerado qué ~ a>*~1 con un menor coste computacional y sin
modificar el orden del &todo [14]. A$mismo, conviene recordar que la conditide Courant-
Friedrichs-Lewy (CFL) de estabilidad limita el paso de tiempo del algoritmo yégteedebe ajustarse
sedin el soporte del dominio, la celeridad de la onda, la velocidad yrekeno de Courant [8, 33].

En las referencias [16, 31, 32, 33, 34] pueden encontraasedetalles acerca de la implementaci
practica de la metodoldg expuesta anteriormente, el algoritmo principal empleado y la afdlicaei
las condiciones de contorno.

6. ASPECTOS DE LA IMPLEMENTACON

En esta secbn se analizan algunos aspectoaqpicos de la implementdsi de la metodoldg
expuesta.
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o7} Densidad=1000 kg/m3 Densidad=2000 kg/m3

Figura 5

T T
o) Time=0.13 s

a0 N Time=0.27 s

Time=0.35 s o Time=0.63s |

Figura 6. Ejemplo de rotura de presas: Diferentes instantes de la siérulaci

Un aspecto fundamental en cualquier formwactipo SPH consiste en la eleoni de un buen
algoritmo para la bsqueda de las pé&ctilas que se considegar vecinas de una dada. En este trabajo
se ha empleado un algoritmo dadgueda por celdas similar al expuesto en [14], con lo que se consigue
que el tiempo de computaiei dedicado a la ‘tisqueda de vecinos” sea despreciable en comaraci
al tiempo de alculo global para cada paso de tiempo.

Por otra parte, la construéri de las funciones de forma deimimos cuadrados aviles con
base lineal requiere la invetsi de la matriz de momentos en (13). Esta matria s@mgular no se
dispone de suficientes vecinos o las fwallas de la nube est alineadas (en 2D). En realidad, y aun
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disponiendo de suficientes partlas no estrictamente alineadas, la matriz de momentos puede ser mal
condicionada, afectando negativamente a la estabilidad del algoritmo. Eactc@themos empleado
un procedimiento similar al propuesto en [11], donde el orden de la aproximeambia en funéin
del nimero de condi¢in de la matriz de momentos, alternando entre base lineal y base constante
(funciones de Shepard)

La implementadin de esta metodolig se realiza en un algoritmo que incorpora un esquema de
tipo “leap-frog” para la integradin temporal, y cuya secuencia de tareas es la siguiente:

¢ Definicion de la geometa inicial, conectividad de las celdas daslhqueda y variables de flujo:
w.K.0,V,0,M p,c, etc.
e En cada instante de tiempo:

I. Construcadn de las nubes de partilas (lusqueda de vecinos).
II. Calculo de las funciones de forma y sus derivadas, evaluadas en los puntos de imtegraci
sedin (14).
lll. Calculo de los tensores de tensiones en los puntos de integrale acuerdo con (69) y
(62).
IV. Calculo de las fuerzas internas y externasse@7) y (68). Glculo de los pametros
nodales de acelerdni, a.
V. Actualizacbn de los paametros nodales de velocidad, = v 2 + aAL.
VI. Calculo de las fuerzas del contorng,
VII. Actualizacbn de los paametros nodales de velocidad, = v* + fCAt.
VIII. Variaciones de densidad, $eg(70).
IX. Calculo de las velocidades nodales interpoladastilizadas para mover las pantilas
sedin (72).
X. Actualizacbn de las posiciones y otras variables.

e Fin del bucle.

Otro aspecto importante de la implemenbascide la formuladn propuesta hace referencia a la
imposicbn de las condiciones de contorno. En los ejemplos expuestos a coréimuasicondiciones
esenciales de contorno se imponen mediante el esquema de fuerzas del contorno expuesto en los
apartados anteriores. Los contorndkdos esan formados por pddulas que se consideran fijas en el
contorno, separadas en general un tercio de la distancia inicial enfifzeartlel interior del dominio.

Asi, en cada instante de tiempo, para tener en cuenta las fuerzas del contorno es necesario llevar a cabo
las siguientes tareas:

e Inicializar las fuerzas del contornﬁg’ =0,Vi=1,...,n.

e Determinar el conjuntd3 de pariculas situadas “sufientemente cerca” del contorno. En la
practica, una pafrtulaj pertence & si existe una paitula del contornd: tal que la distancia
entrej y k£ es menor que un valor especificadg en este trabajo hemos empleado= 0,7A.
LlamamossS; al conjunto de paitulas del contornd: asociadas en el sentido anterior a la
pariculaj.

e Para cada pddulaj € 5:

e Para cada paddulak € S;:
e Calcular la fuerza del contorrﬁf ejercida por la partulak sobrej. La expresin
empleada para las fuerzas del contorno es:
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F = [i(Avj) f2(Azmjy) (111)

dondeAw;;, y Az;; se definen como (96) y

1 Avip-n, <0
Avip)=<" J 112
f1(Bug) {O’ Aty -1 > 0 (112)
- A To 4 To 2

PAdwg) == ((r) -(7) )"k (113)
donder = ||Az;i| = ||z; — k||, ni €s la normal unitaria asociada a la peuta del

contornok y A es cierta constante. La expr@si(113) es una ver@n modificada de
las fuerzas de Lennard-Jones [30] (modificada en el sentido de que consideramos
fuerzasnormalesy noradiales.

. Aﬁadir}‘fNi* (z,) alafuerza de contornff aplicada a cada veciriale la paricula

J:
e Fin del bucle.

e Fin del bucle.

Finalmente debemos resaltar que, aunque la impleméntpobpuesta mejora los resultados obtenidos
con formulaciones ékicas de fuerzas de contorno en casos sencillos en los que se pretende
simplemente impedir que el fluido atraviese el contorno [16, 31, 32, 34], la correcta indpodei
condiciones de contornoas generales es todawn problema abierto en SPH.

7. EJEMPLOS

En esta secbn se presentan cuatro ejemplos de simulaciones de flujo de fluidos en distintas
situaciones que han sido obtenidas con la formatatsin malla” propuesta en este trabajo.

7.1. Ejemplo de rotura de presas.

Los problemas tipo “rotura de presa” han sido extensamente utilizados como test en la @valuaci
de formulaciones lagrangianas [8, 20, 30, 33, 35]. En este caso se trata de dos masas de fluidos de
distintas densidades, inicialmente confinados por muros. Se estudia el flujo de fluidos cuando los muros
de retenddn se suprimen. La situdmsi inicial puede verse en la Figura 5. Las densidades de los fluidos
es del000 kg/m?3 y 2000 kg/m?, y la viscosidad diamica ded,5 kg m~1s~!. La Figura 6 muestra
la evolucbn de los fluidos para distintos instantes de tiempo.

7.2. Ejemplos de impacto fluido-fluido y de interéecfluido-estructura.

El primero de estos ejemplos corresponde a una gota de agua gque cae verticalneritesobre
una masa de agua inicialmente en reposo (Figura 7).

Este ejemplo demuestra el excepcional buen funcionamiento de la foronufami la ausencia de
distorsiones en el contorno como puede observarse en la imagen ampliada de la Figura 8. La densidad
del fluido y su viscosidad damica sorpy = 1000 kg/m?3y p = 0,5 kg m~1s~1, respectivamente.
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Figura 7. Ejemplo de impacto fluido-fluido: Esquema de la configareiciicial.

0036 - -
s

003~ - ‘. -

oozl * L
00151 !-... ”‘.: ~
0. [~ S ST B

0.006 |- =

Figura 8. Ejemplo de impacto fluido-fluido: Simulaniat = 0,0396 s (detalle).

El nlmero total de paitulas es dé&539. En la Figura 9 se muestran las simulaciones para distintos
instantes.

El segundo ejemplo corresponde a un caso de inténadkiido-estructura. Se considera una masa
de fluido retenida inicialmente por una compuerta (Figura 10), y se ha simulado el flujo del fluido a
medida que va ascendiendo la compuerta a una velocidad constanterde !. En la Figura 11 se
muestran los resultados para distintos instantes de tiempo.

7.3. Ejemplo de llenado de un molde.

En los ejemplos previos se ha demostrado el correcto funcionamient@ttelarpropuesto en casos
en los que los contornos tienen poca influencia. En este ejemplo demostraremos que la famreslaci
particularmente sensible —como ocurre con todas las metddslbgsadas en elatodo SPH— a la
correcta (o quias mejor dicho a lancorrectg aplicacbn de las condiciones de contorno, en lo que
constituye unaihea de investigadn desafiante y, sin duda, abierta.

La simulacon corresponde al llenado de un molde circular con iicleo central como muestra
la Figura 12. La velocidad del chorro de fluido a la entrada del molde &8 de/s y la viscosidad
dinamica esy = 0,01 kg m~'s~!. El modulo volunétrico del fluido &) se ha elegido para que la
celeridad de onda sea @800 m/s. El nUmero total de paitulas esl4314.
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Figura 9. Ejemplo de impacto fluido-fluido: Diferentes instantes de la sin@ulaci

En la Figura 13 se muestran diferentes instantes de la siranléee ha adoptado como origen de
tiempos el instante en que se produce el choque del chorro de fluido daries gentral). La forma de
los dos chorros que se forman tras el choque cofigkn central del molde parece muy satisfactoria
y concuerda con resultados previos de otros autores que se dispone de este caso [36].

A pesar de emplear una formuléniconsistente dieierzas de contorndiemos encontrado excesiva
distorsbn cerca de los contornos, en compavacton el flujo en puntos alejados de su influencia
(véase la Figura 14). Este efecto padestar causado por emplear una form@agara representar
el contorno de tipo “particular”, esto es, basado enipalds, y es undiea de mejora que esperamos
desarrollar en breve.
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Figura 10. Ejemplo de interadmi fluido-estructura: Esquema de la configubadnicial.
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Figura 11. Ejemplo de interadm fluido-estructura: Diferentes instantes de la simolaci
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Figura 12. Ejemplo de llenado de un molde: Dimensiones del molde.

En la Figura 15 se muestra una compasacentre los resultados némcos obtenidos con la
formulacbn “sin malla” propuesta en este trabajo y lasiganes obtenidas experimentalmente para
los mismos instantes de tiempo por Schmid and Klein [37].

8. CONCLUSIONES Y IINEAS FUTURAS DE DESARROLLO

En este aftulo se ha abordado el estudio de una form@élaciunérica de Galerkin basada en el
método de partulas SPHSmoothed Particle Hydrodynamiosdn funciones de forma deinimos
cuadrados mwviles para la simuladn de problemas de flujo de fluidos con superficie libre. La
formulacbn desarrollada constituye un marco general claro y bien fundamentado para interpretar
técnicas propuestas y utilizadas tradicionalmente por los usuariosédettanSPH tales como los
“stress points”, fuerzas de contorno, correccionesalgudos “especiales” de los gradientes de las
funciones, etc. Aisnismo constituye una metodol@ggeneral a partir de la cual se pueden desarrollar
algoritmos consistentes y computacionalmenés eficientes.

En el desarrollo de esta investigawise han explicado y aclarado algunas de las cuestiones y
metodolodas propuestas y empleadas eraglbito del nétodo SPH y han surgido otras. iAsntre
las cuestiones no resueltas podemos incluir el desarrollo de un algoritmo eficiente para flujo de
fluidos incompresibles, una adecuada formdlagiara la imposiéin de las condiciones de contorno,
estimaciones del error, algoritmos eficientes para longitudes de soporte del dominio variables,
esquemas de integréci nurérica eficientes de las formasldles, desarrollo de formulaciones locales
eficientes, etc.
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Figura 13. Ejemplo de llenado de un molde: Diferentes instantes de la sidnlaci

002

Figura 14. Ejemplo de llenado de un molde: Simuacat = 5,76 ms.
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Figura 15. Ejemplo de llenado de un molde: Resultados experimentales (izquierda@ransniderecha).
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