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Resumen.En este articulo se propone una formulacion numérica sin malla de tipo Galerkin
basada en el método de Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) con aproximacion de minimos
cuadrados mdviles, y su aplicacién a problemas de mecanica de fluidos con superficie libre. El
esquema de Galerkin proporciona una metodologia general que permite analizar muchos de
los métodos propuestos en el ambito de las formulaciones de tipo SPH y desarrollar algoritmos
consistentes. La viabilidad de la metodologia que se propone se demuestra con varios ejemplos
numeéricos.
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1. INTRODUCCION

La voluntad de resolver las ecuaciones de mecéanica de medios continuos siguiendo un es-
guema departiculas(como concepto opuesto a los esquemas basadosl@aso elementos
ha dado origen a lo que conocemos como métodos sin malla o de particulas. Siguiendo una
formulacién de particulas, las ecuaciones del continuo se resuelven utilizando la informacion
almacenada en una serie de nodos (particulas), sin referencia a ningun tipo de malla subyacente.

Si para la formulacién de métodos sin malla se van a emplear esquemas de discretizacion tipo
“residuos ponderados”, entonces es necesario disponer de un marco de aproximaciéon espacial
(una especie dé&unciones de formaal modo del método de elementos finitos) que permita
reconstruir una determinada funcion y sus derivadas sucesivas de forma suficientemente precisa
a partir de los valores almacenados en los nodos o particulas. Por motivos de eficiencia del
esquema, dicha aproximacién debe tener ademas un ca@adéresto es, solamente unas
pocas particulas “vecinas” intervendran en la reconstruccion de una funcién en un determinado
punto.

El origen de los métodos de particulas modernos se remonta a los afios 70 con los prime-
ros trabajos en diferencias finitas generalizadas y métodos de voffig@s Sin embargo, la
mayor influencia sobre las actuales tendencias es habitualmente atribuida al Srématbed
Particle Hydrodynamicg¢SPH) [3], en el que se plantea una descripcién lagrangiana del mo-
vimiento de un fluido. Aunque este aspecto es compartido con los métodos de vortices, SPH
incluye un esquema de aproximacion espacial caracteristico (a modmaenes de forma
SPH), desarrollado a partir del concepto dstimacion tipo kernelEsta misma idea ha sido
ampliada y mejorada en las distintas formulaciones “sin malla” que han ido apareciendo en los
ltimos afios.

El método SPH fue desarrollado a finales de los afios setenta para la simulacion de proble-
mas de dinamica de fluidos en astrofisiBh[B]. La extension en la mecéanica de soélidos de
estos métodos fue iniciada por Liberskf] { Randles 8]. Posteriormente, Johnson y Beissel
propusieron el algoritmo NSMNprmalized Smoothing Functionf®], y Bonet et al.[L(],[1]]

y Chen et al.[12] han desarrollado otros métodos basados en el SPH y sus correcciones. En
fechas recientes, Dilts ha introducido las funciones de forma de minimos cuadrados méviles
(MLS) en sus calculos basados en el método SE3H |

Las formulaciones SPH mas tempranas incluian un nuevo esquema de aproximacion y unas
determinadas ecuaciones discretas caracteristicas (las llamadas “ecuaciones SPH”), que pueden
parecer extrafias para aquellos investigadores experimentados en métodos con un mayor grado
de formalismo como el de elementos finitos. La formulacién que se presenta en este articulo
surge de un planteamiento distinto, y las ecuaciones discretas se obtienen a partir de un esque-
ma de residuos ponderados. Esta deduccion puede resultar algo desconcertante para aquellos
investigadores acostumbrados a la presentacion “clasica” de las ecuaciones SPH. Sin embargo,
en nuestra opiniéon las formulaciones de residuos ponderados o de Galerkin proporcionan un
marco tedrico sélido para desarrollar algoritmos mas consistentes.

En el apartado 2 se introduce brevemente la aproximacion por minimos cuadrados moviles
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(MLS). A continuacién se exponen la formulacion numérica propuesta para flujo en superficie
libre. Finalmente, el apartado 4 incluye dos ejemplos de aplicacion de la metodologia.

2. MINIMOS CUADRADOS MOVILES.

Sea una funcién(z) definida en un domini@2 acotado o no acotado. La idea bésica de
la formulacion MLS consiste en aproximafz) en un punto dade mediante un ajuste de
minimos cuadrados polinémico de la funciéfx) en un entorno de, de la forma:

1)

Z2=T

u(z) ~ u(z) = Zpi(x)ai(z)

dondep” (z) es una base polinémica-dimensional y(z)
tales que minimicen el siguiente funcional de error:

z:“’) - /yem Wk=9h

siendolV (z — v, h)‘ un nucleo simétrico con soporte compacto (llamfgdh El parametro

h, usualmente llamado “longitud de suavizadsfhpothing lengtho “parametro de dilatacién”
(dilation paramete), es una cierta medida caracteristica del tamafio del soport& @eor
ejemplo, la mitad del radio en funciones de soporte circular). La minimizacidrcda respecto
aa conduce a

es un conjunto de parametros,

2=

J(a(2) | 0, 2)

u(y) - p" W) ()

Z2=T =T

u(y)dy = M(z)a(z) 3)

2= 2=

/ py)W(z —y, h)
Yy

donde la matriz de momentdg(z) viene dada por

P’ (y)dy, (4)

2=T

M(z) = / Py

En las formulaciones “sin malla” se elige un conjuntodearticulas del dominio global,
de modo que la evaluacion de las integrales®ry (4) puede realizarse usando las particulas
del interior del dominid?, como puntos de la cuadratura (esto es, llevar a cabo una integracion
nodal), lo que conduce a

= M (z)Po Wy (x)uq, (5)

zZ2=T

a(z)

donde el vectou,, contiene los parametros nodales de las particul&s.dia version discreta
deM esM(z) = P, Wy (z)PY,_, y las matrice®, y Wy (z) vienen dadas poilH:

Po, = (p(z1) plx2) - pxn,)) (6)
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En las expresiones anterioreg,denota el nUmero total de particulas en el entorno de un punto

x 'y V; y z; son, respectivamente, el volumen estadistico (empleado como peso de la cuadratura
numeérica) y las coordenadas asociadas a la partidDlasérvese que los volumenes estadisticos

de las particulas del entorno estan incluidas en la m@fnz obteniéndose la versién MLS del
Reproducing Kernel Particle Methdd5). Por otra parte, puede empleaMéen lugar déWv,,

W(z) = diag {Wi(z —x:)}, i=1....n (8)

gue se corresponde con la aproximacion de minimos cuadrados moviles clasica (en la integra-
cion nodal del funcionald) se asocia el mismo peso de integracion a todas las particulas). Si
ahora se sustituy&) en 1)), el esquema de interpolacion se puede identificar facilmente y ser
escrito en la forma:

i(z) =p' ()M (2)Po, Wy (z)ug, = N (z)uo, (9)

por lo que las funciones de forma de minimos cuadrados mdviles vienen dadas por:

N'(z) =p' (x)M ' (z)Po, Wy (z) (10)

Generalmente se emplean bases polinébmicas definidas localmente y escaladas, en lugar de las
definidas globalmentg(y). Asi, si una funcion se evalua en el pumtdas funciones de la base
serian de la forma(¥%.%). Consecuentemente, las funciones de forma son

N'(z) =p" ()M (z)Po,Wy(z) (11)

2.1. Eleccion del ntcleo.

En la bibliografia pueden encontrarse una amplia gama de funciones que se han propuesto
como posibles nucleos y que en la mayor parte consisten en funciones exponersilesso
sin que parezca existir un criterio para la eleccion éptima de esta funcion. Uno de los nacleos
gue mas se emplea es el siguiespénecubico[l§)]:

N 1—%52+%33 s<1
0 s> 2

_ e — =5 : . 10 , 1
dondes = g ves la dimension del problemacytoma los valore%,ﬁ 0 7 enuna,

dos y tres dimensiones respectivamente. El coeficient& es un factor de escala, necesario
solamente si se emplean interpolaciones SPH no corregidas con el fin de garantizar la propie-
dad de normalidad WdV = 1. Los ejemplos que presentaremos en este articulo han sido
calculados utilizando aproximacion MLS y, por tanto, no se ha utilizado dicho factor de escala.

4
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Esta formulacién se corresponde con un nucleo de tipo radial, esto es, el soporte del nicleo
es un circulo (en 2D)o una esfera (en 3D) de radioNo obstante, los nlcleos para problemas
en 2D y 3D pueden construirse también por producto de los nucleos unidimensionales en la
forma

Wi —z;,h) = [[ W) (" — 2}, ") (13)
n=1

siendar™ lan-ésima coordenada de la particuldEn esta definicion del nucleo, el nucleo unidi-
mensionalV} y la longitud de suavizado caracteristicapueden diferir para cada dimension.

Si se emplea el mismo nucleo en todas las dimensiones entonces el soporte es un cuadrado (en
2D) o un cubo (en 3D).

3. UNA FORMULACION LAGRANGIANA DE PARTICULAS PARA FLUJO EN
SUPERFICIE LIBRE.
3.1. Ecuaciones del continuo.

Asumiremos que el fluido es compresible, newtoniano e isentropico, comportandose por
tanto como si estuviera gobernado por las siguientes ecuaciones:

(a) Ecuacion de continuidad

% = —p div(v) (14)
donde% indica la derivada temporal materiadyv(v) se calcula en la configuracion actual

en términos del tensdmgradiente de velocidad como:

divw) = tr(l), 1= a”g;’ D _ v, (15)
(b) Momento lineal
dv
p%—vz'U—’—b (16)

dondep es la densidad actual y las tensiones se expresan en funcion del tensor de tensiones
de Cauchyr

o= —pl +2ud (17)

siendop la presiony la viscosidad dinamica g la parte desviadora del tensor velocidad
de deformaciou, dado por

d=d- %tr(d)[, d= %(va + Vv') (18)
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Por otra parte, emplearemos una ecuacion de estado de la brjna [

- {(2) ]

siendoy = 7y k se elige de modo que el fluido sea casi incompresible; en los flujos gra-
vitatorios la densidad inicial de las particulas se ajusta para obtener la presién hidrostatica
correcta calculada cofd9) [17):

1/
b= p0<1 T %) (20)

dondeH es la altura total yy = 9,81 m/s>.

(c) Conservaciéon del momento angul&n nuestros estudios no consideraremos ni distribu-
ciones de masa con momentos polares ni medios magnetizables.

(d) Conservacion de la energiha conservacion de la energia también puede ser considerada
en los procesos que involucren intercambio de calor u otros fenédmenos relacionados:

dU
P =0 d — div(q) + pQ (21)
siendoU la energia interna por unidad de magea)] flujo de calor las fuentes de calor
(por unidad de tiempo y de masad el tensor gradiente de deformaciones.

3.2. Ecuaciones discretas.

La version discreta de la forma variacional débil de Galerkin es casi equivalente a la que se
obtiene mediantestimaciones tipo kern§l8] en las formulaciones clasicas del método SPH.
En consecuencia, esta equivalencia sugiere que el método SPH se puede estudiar en el contexto
de los métodos variacionales de Galekin.

El punto de partida lo constituye la obtencion de una forma variacional de la ecuaciéon de
momento:

/pd—v~5vd§2:—/a:5ldQ+/b-5de+/an'5vdF (22)
o dt Q Q r

siendof el dominio del problemal su contorno yn el versor normal exterior en cada punto
del contorno. Si las funciones de test y de pru@bg v se aproximan por las funcionés y v,
se obtiene

/pd_a.(SﬁdQ:—/a:5/l\dQ+/b'(5§dQ+/a'\n'5’/U\dF (23)
0 dt (9] Q r

y las ecuaciones discretas resultan de introducir en esta forma variacional las funciones de test



N L. Cueto-Felgueroso, I. Colominas, G. Mosqueira, F. Navarrina, M. Casteleiro >

y de prueba y sus gradientes construidas segun una interpolacion “sin malla”, esto es

= zn:évi]\fi*(x), Voo (x Zav ® Vo N (x) (24)
v(x) = Zn:vij(x), Vo(z va] ® VN, () (25)

lo que conduce a
Zav Z/pN* dv]dQ+/8V Ny (2)d—
’ dt

N (z)bdQ— | Ni(z)ondl =0 (26)
- [ weiawan - [ v ar-

Asi, para cada particutase debe satisfacer la siguiente identidad:

Z/pN* ch‘]dQ_ —/GVmNi*(z)dQ—l—/Ni*(x)b dQ—l—/Ni*(x)&\n dl’ (27)
Q 0 r

Dado que en este trabajo consideraremos ponderaciones de tipo Bubnov-Galerkin entonces
se cumple queV; = N;. La identidad[27) puede escribirse en una forma compacta mas con-
veniente:

Ma — Fint +Fea:t (28)

dondeM = {m,;} es la matriz de masaB/"* = {f"'} son las fuerzas internad®f** = {f¢**}
son las fuerzas externas, que vienen dadas por:

my = [ NNy (@)ds (29)
Q
fint — _ /Q 5V, N (z)d (30)
fest = /Q Ni(z)b dQ + /r Ni(z)gn dT (31)

Finalmente, si se considera la ecuacid) de conservacion de la masa, y se hace uso de la
expresion[25) paraVu;, debe cumplirse para cada particula

dp;
= = —pidiv(v); = —pljzg'vj -V Nj(z;) (32)
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gue es equivalente a considerar una forma variacional de la ecuacion de conservacién con un
esquema de ponderacion de colocacion puntual.

En los ejemplos que se presentaran mas abajo se ha empleado integracion nodal. Este tipo de
integracion se ha empleado, al menos implicitamente, en gran parte de las formulaciones SPH
desde que se propusieron en los afios setenta. Obviamente se trata de la opcion mas econémicay
el esquema resultante es completamente “sin malla”, en el sentido de que no precisa de ninguna
malla auxiliar con la que llevar a cabo la integracién. Asi, las particulas se emplean como
puntos de integracion y se eligen como pesos de la cuadratura numérica los correspondientes
volimenes estadisticos de cada una. En el caso de la forma débil de la ecuacion de momento
euleriana que se ha presentado en la seccion anterior, se tiene que

Ma = F™ 4 F**! (33)
donde
mi; = zn:pkNi(xk)Nj(mk)Vk (34)
k=1
fimt = — Zn:c?kaNi(mk)Vk (35)
k=1

fit = z”: N;(zy,)bp Vi + z": N;(zy)o Ay (36)

k=1 k=1

En las expresiones anterioré3,representa el volumen tributario asociado a la particulas
técnicas que se utilizan para determinar dichos voliumenes varian desde las simples particiones
del dominio a los diagramas de Voronoi. En las formulaciones SPH mas frecuentes, se asocian
determinadas densidades y voliumenes iniciales a las particulas, y consiguientemente, masas.
Estas masas “fisica§’}M } se mantienen constantes durante la simulacion y las densidades son
variables que se van actualizando a través de la ecuacion de continuidad. Asi, los volimenes
de las particulas se obtienen en cada paso de tiempo tpmo %. Obsérvese, que en la
formulacién que se propone en este articulo, las masas “reales” o “fisicas” de las particulas
M, son diferentes en general de las masas “numeérieastiadas pori34), y derivadas en el
esquema de Galerkin. En la practica resulta mas eficiente emplear una matriz de masas diagonal
0, simplemente, las masas reales de las particulas.

Para la integracion temporal hemos empleado un método explicittetipefrog de modo
gue el avance de las variables se logra en dos fases:

e Célculo de las velocidades intermedias
4P 0 5(A + Af)ah 37)

(2 (2

v
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e Actualizacion de las densidades y posiciones:

prrl = pf + AthrlDi (’UkJr%) (38)
1
it = g+ A (39)

En las expresiones anteriorag, = dst es el parametro nodal de aceleracion de la particula

(calculado utilizando la ecuacién del momento con las variables en el inkl)aylt@i(v’“%)
es la variacién de densiddﬁ, calculada en las posiciongg con las velocidades intermedias

E+1 . ~ . . ..
v, "2 Finalmentep, representa la velocidad interpolada de la particula
Una presentacion mas detallada de la formulacidn y aspectos practicos de la implementacion
de la metodologia propuesta se puede encontrat@n [

4. EJEMPLOS NUMERICOS.

En esta seccion se presentan dos ejemplos de aplicacion de la formulacidén propuesta en el
apartado anterior. En el primero de ellos se considera una masa de fluido retenida inicialmente
por una compuerta (Figura 1), y se ha simulado el flujo del fluido a medida que va ascendiendo
la compuerta a una velocidad constanté dens—!. En la Figura 2 se muestran los resultados
para distintos instantes de tiempo. El segundo ejemplo corresponde al llenado de un molde
circular con un nudcleo central como muestra la Figura 3. La velocidad del chorro de fluido
a la entrada del molde es d8 m/s y la viscosidad dinamica s = 0,01 kg m~'s!. El
modulo volumétrico del fluidox) se ha elegido para que la celeridad de onda seéaen /s.

El ndmero total de particulas @4314. En la Figura 4 se muestran diferentes instantes de la
simulacion (se ha adoptado como origen de tiempos el instante en que se produce el choque del
chorro de fluido con el ndcleo central).

La forma de los dos chorros que se forman tras el chogue con el nucleo central del molde
parece muy satisfactoria y concuerda con resultados previos de otros e@hres [

A pesar de emplear una formulacion consistenttudezas de contorndiemos encontrado
excesiva distorsion cerca de los contornos, en comparacion con el flujo en puntos alejados de
su influencia (véase la Figura 5). Este efecto podria estar causado por emplear una formulacién
para representar el contorno de tipo “particular”, esto es, basado en particulas, y es una linea de
mejora que esperamos desarrollar en breve. La figura 6 muestra la comparacion de los resultados
numeéricos con imagenes experimentales obtenidas por Schmid y Ri¢in [

5. CONCLUSIONES

En este articulo se ha abordado el estudio de una formulacion numérica de Galerkin basada
en el método de particulas SPSmMoothed Particle Hydrodynamias)n funciones de forma de
minimos cuadrados méviles para la simulacién de problemas de flujo de fluidos con superficie
libre. La formulacién desarrollada constituye un marco general claro y bien fundamentado para
interpretar técnicas propuestas y utilizadas tradicionalmente por los usuarios del método SPH
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0.06 m

0.06m

'Tvzo,?m/s

0.08m

Figura 1.Ejemplo de rotura de presa: Esquema de la configuracion inicial.

Time=0.012 s .

Time=0.036s |

a1 a

Time=0.056 s |

Time=0.068 s -

005

Time=0.084 s |

01

Time=0.096 s

DI |
0.1 015

0.05

Figura 2.Ejemplo de rotura de presa: Diferentes instantes de la simulacion.

tales como los “stress points”, fuerzas de contorno, correcciones y calculos “especiales” de los
gradientes de las funciones, etc. Asi mismo, constituye una metodologia general a partir de la
cual se pueden desarrollar algoritmos consistentes y computacionalmente mas eficientes.

10
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008 L L L L L L |
008 006 004 002 0 002 004 006 008

Figura 3.Ejemplo de llenado de un molde: Dimensiones del molde.

-0.08 -0.08
-008 006 004 -002 0 002 004 006 008 -008 -006 004 -002 o 002 004 006 008

time=5.76 ms time=8.64 ms

-0.08 — -0.08
008 006 004 002 0 002 004 006 008 -008 006 004 O

002 004 006 008

time=12.24 ms time=15.60 ms

Figura 4.Ejemplo de llenado de un molde: Diferentes instantes de la simulacion.

11
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00 004 D02 o 002 004 DOB 008

-0.08
{08 006 004 -002 0 002 004 006 008

Figura 6.Ejemplo de llenado de un molde: Resultados experimentales (izquierda) y numéricos (derecha).
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