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Resumen El objetivo de este articulo es estudiar las distintas formulaciones tipo Smooth Parti-
cle Hydrodynamics (SPH) propuestas para aplicaciones a problemas de fluidos, especialmente
los relacionados con flujo en superficie libre. En este trabajo nos centramos fundamentalmente
en el andlisis de las distintas correcciones afiadidas al método para aumentar su precision y
mejorar su funcionamiento numérico y analizamos los resultados obtenidos tanto en problemas
sencillos, con solucion analitica, como en otros mas complejos relacionados con el flujo de

fluidos.
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1. INTRODUCCION

Existen en la bibliografia gran cantidad de problemas relacionados con grandes deforma-
ciones, geometrias complicadas, propagacién de grietas, etc., cuya resolucién empleando las
técnicas numeéricas clasicas, (elementos finitos, diferencias finitas, etc.), exige unos costes com-
putacionales muy elevados para conseguir unos resultados, en ocasiones, no muy precisos.

Por este motivo, en los ultimos afios se han propuesto distintos métodos que permiten resol-
ver con bastante efectividad estos problemas. Son los “métodos sin malla”. Su principal ventaja
frente a las técnicas numéricas convencionales es evitar la rigida conectividad que exigen éstas,
sustituyendo los elementos que caracterizan las mallas por subdominios asociados a cada uno
de los puntos en que se discretiza el dominio.

De entre todos ellos, el primer método propuesto fue el SPH (Smooth Particle Hydrodyna-
mics) [1]. Sus origenes se remontan a finales de los @figssus primeras aplicaciones estan
relacionadas con problemas de astrofisica. En los Ultimos afios, debido a su gran versatilidad y
a su buen comportamiento numeérico, su aplicacion se ha extendido a otros campos en el &mbito
de la ingenieria como el electromagnetismo o la mecéanica de fli#fos [

Dentro de este ultimo apartado, la resolucién de problemas de flujo en superficie libre con
el método SPH presenta grandes ventajas frente a otros métodos, fundamentalmente cuando el
planteamiento es en términos de particulds [En este caso, el fluido se descompone en un
conjunto de puntos, cada uno de los cuales tiene una determinada masa, volumen, velocidad,
densidad, y ejerce una determinada fuerza sobre los demas y sobre los contornos. El objetivo
altimo es determinar la posicion de cada una de estas particulas en un instante de tiempo para
conocer asi la evolucion del fluido.

Ademas del SPH, en la Ultima década se han desarrollado otros métodos que, a expensas
de un incremento en el coste computacional, permiten garantizar aproximaciones con un de-
terminado orden de consistencia, como por ejemplo los basados en formulaciones de minimos
cuadrados ponderados (WLE&)[ Asimismo, tomando como base estas técnicas, se han des-
arrollado distintas correcciones al SPH dando lugar al método SPH corregido (CSPH), que se
caracteriza por verificar determinados requisitos de consist&)&h [

Los objetivos fundamentales de este articulo son dos. Por un lado, se estudian las formula-
ciones de tipo SPH, tanto las corregidas como las no corregidas (SPH estandar). Con este objeto
se propone una formulacion denominada SPH estandar-corregida, que combina ambos métodos
permitiendo analizar la influencia de las caracteristicas de cada uno de ellos en la calidad de
los resultados obtenidos. Por otro lado, en este articulo se intenta analizar los resultados que se
obtienen al aplicar el método SPH a problemas de fluidos con superficie libre, con contorno y
sin él, y su capacidad para resolver problemas reales.

Para ello, seguiremos el siguiente esquema: En primer lugar, plantearemos las ecuaciones
gue rigen el movimiento de un fluido en régimen de superficie libre. Una vez establecido el
sistema de ecuaciones diferenciales que tenemos que resolver, lo expresaremos en términos
de una formulacién de residuos ponderados y aplicaremos un esquema de colocacién puntual,
imponiendo que se verifique el sistema de ecuaciones en cada uno de los puntos en los que dis-
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cretizamos el dominio. El dltimo paso para poder calcular la solucién del problema es sustituir
la ecuacion diferencial por una ecuacién algebraica, que se obtiene aplicando el método SPH
en el espacio y un meétodo explicito en el tiempo. Finalmente, resolveremos dos ejemplos, uno
tedrico, con solucién analitica, que permite analizar la precision de las formulaciones emplea-
das, y otro mas complejo, que hara posible inferir el comportamiento de este método al abordar
problemas reales.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA FISICO

En este apartado plantearemos las ecuaciones que rigen el movimiento de un fluido para
conocer la posicion de todas las particulas que lo componen en un instante dettiSirgumm-
sideramos fluidos compresibles, newtonianos e isentropicos estas ecuaciones son la de conser-
vacion del momento, la que proporciona la posicion de cada partiaédluido y la ecuacion
de conservacion de la masa:
p%_p‘f—i_v{ra Cji_j_’vv %——V”U, (1)
siendop(z, t) la densidad del fluido y(z, ) su velocidadf son las fuerzas externas por unidad
de masa (por ejemplo, la gravedad en problemas de superficie libre]\as fuerzas internas
por unidad de volumerf’ es el tensor de tensiones de Cauchy, que se calcula a través de la
ecuacion constitutiva:

T— pl+ 2 (D _ %tr(D)I); D=L (voivu) @)

siendoy la viscosidad del fluidol el tensor identidad de segundo ordep yn campo esca-
lar que representa la presion y cuyo valor viene determinado por la siguiente ecuacion de la

termodinamica: .,
£=<k:+1><ﬁ) ~ 3)
Do Po

en dondek y v son parametros adimensionales que varian ligeramente con la temperatura y
Do Y po SON los valores atmosféricos estandad]. A partir de estos parametros se define la
velocidad del sonido come= +/~k/p [3].

Este conjunto de tres ecuaciones diferenciales con tres incognitas se puede escribir de forma
vectorial del siguiente modo:

f+iV.T
da ' P
— =F(a); a'=(vz,p); Fla)= v (4)
dt
—pV v

Este sistema se verifica en un domifi@ue es variable con el tiempo. En los siguientes apar-
tados analizaremos como realizar las aproximaciones numéricas a este sistema de ecuaciones,
tanto en el espacio como en el tiempo, siendo necesario para su resolucion establecer unas
determinadas condiciones iniciales y de contorno.
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3. FORMULACION EN RESIDUOS PONDERADOS: COLOCACION PUNTUAL

La formulacion en residuos ponderados del problema representado en la eddpoidrsis-
te en imponer que se anule la integral del producto de cada una de las ecuaciones multiplicadas
por unas funciones de peso o de ponderacioAsi, una forma variacional de la ecuaci@) (
viene dada por la siguiente ecuacion integral:

/Q{Z—(Z—F(a)}wdQ:O (5)

gue debe satisfacerse para todas las funciordsuna determinada clase definidag¥iQ].

Para aproximar de forma numérica la formulacién en residuos ponderados aplicaremos un
esquema de€olocacion Puntuales decir, seleccionaremas puntos del dominio, denomi-
nados puntos de colocacion, e impondremos que la ecuadi@e (verifiqgue en cada uno de
estos puntos. Esto es equivalente a tomar como funcion de ponderadiieete|ta de Dirac:

w = 0(x — z;,), siendoxr un punto arbitrario del dominio en un instante de tiempa; cada
uno de los puntos de colocacion. Por lo tanto, la ecuaBppuede escribirse como:
da
dt
El siguiente paso es analizar como discretiZ&t) en el espacio y como resolver la ecuacion
resultante en el tiempo. La discretizacién espacial se realiza empleando el método SPH. Para
la ecuacion en el tiempo y dependiendo del tipo de esquema temporal empleado (implicito o
explicito), puede ser preciso resolver un sistema de ecuaciones. En este articulo nos cefiremos
a esquemas explicitos.

— F(a)

T

=0; ie=1,...,n. (6)

Z;.

4. INTERPOLACION FUNCIONAL: EL METODO SPH

En este apartado se estudia como aproximar una funcion escalar empleando el método SPH.
El planteamiento se realiza desde un punto de vista continuo. Para calcular una aproximacion
upn(z) al valor que toma una funciém(z) en un punto, se emplean los valores que toma esta
funcién en un conjunto de puntos situados dentro de un determinado ddmip@anderados
con la funcionk (z, ) [9]:

u(z) ~ u(z) / _Erju(ryio )

Esta es una aproximacion “tipo Kernel”. El nucl&gz,r) desempefia un papel fundamental,
permitiendo construir aproximaciones con carécter local. Habitualmente se define de tal forma
gue tome el maximo valor en el puntgponderando la informacién aportada por los restantes
puntos en funcion de la distanciaza Asi, si la funcion de ponderacion solo toma valores
distintos de cero en una determinada region del donfihise consigue el deseado caracter
local. Por ejemplo:



N L. Cueto-Felgueroso, G. Mosqueira, |. Colominas, F. Navarrina y M. Casteleiro >

H(z) >0, sire B(z);
2=|(z—r)/h] (8)
0, en cualquier otro punto.

K(z,r) =

Como funcionH (z) normalmente se elige la funcién de Gauss o un spline culiitio B(z)
es el denominado soporte del puaty representa el conjunto de puntos de su entorno que
contribuyen a construir la aproximacion en este punto. Una posible elecciB(xies:

Bx)={reQ/|r—z <2h} 9

El pardmetro de dilatacioh que aparece en la expresi@) €s importante porque caracteriza
el soporte del nucleo y, por lo tanto, es en ultima instancia el encargado de controlar qué zona
del dominio total influye al construir la aproximacion a la funcién en cualquier punto. En al-
gunos problemas, esto se traduce en un mayor o menor ancho de banda. En todos los ejemplos
presentados en este articklpermanece constante, aunque podria variar para cadaspdato
dominio.

Ademas de permitir obtener aproximaciones de tipo local, la fungi@n r) permite que
la formulacion verifique determinados requisitos de consistencia. Estos dependen del orden del
polinomio que se quiere que la aproximacion represente exactamente, lo cual va a dar idea del
error que se esta cometiendo.

Para conseguir un orden de consistemcipodemos sustituir la funciom(r) por su desarro-
llo en serie en torno al punta

1 1 1
u(r) = u(z)+qu(z)(r—m)+§d2u(a:)(r—z)+- . -—f—ﬁdmu(m)(r—z)—k@ [||r—:1:||m}7 (20)
en dondel™u(z)(r — z) es la diferencial de orden dew enx:

u@)r—2) = 3w, @0 =) (i, = i) (11)

y n la dimensioén del problema.
Si a continuacién sustituimod@) en la ecuaciorid), para que la aproximacion tenga orden
de consistencia: se deben cumplir las siguientes relaciones:

/ K(z,r)dQ = 1; (12)
reQ)

/ K(z,r)du(z)(r —x2)d2=0; qg=1,..,m (13)
reQ

Un ejemplo de nucleo que verifica condiciones de consistencia de orden tineall() es el
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siguiente spline cubico:

1-3224323 5iz<1
K(z,r) =W(z) =pq3(2—2)> sil <z2<2 (14)
z=|(r—=z)/h| 0 siz > 2

en dondep = % en problemas unidimensionalgs—= % en problemas bidimensionales y
p= # en problemas tridimensionales.

Finalmente, para construir una aproximacién SPH aplicable en la practica es necesario pasar
de una formulacién continua a una discreta, es decir, expresar la integral que representa la apro-
ximacion como el producto de unos pesos de integraci@r), ) multiplicados por el integrando
evaluado en unos puntos de integradién)[14]. Para ello dividimos el dominio tot&k enn,,
puntos nodales o particulas, de las cuales solo algunas estaran en el soporte de cada particula o
puntoz. Estos puntos nodales seran los puntos de integracion. Por lo tanto, desde un punto de
vista discreto, la aproximacion se puede escribir como:

Tp
u'(xz) = / K(z,r)u(r)dQ ~ Z V(r, ) K(z,r;))u(r;,) = a"(z). (15)

re) ip=1
El problema que surge al pasar de una formulacion continua a una discreta es que las condicio-
nes de consistencia exigidas ya no se cumplen. Este es el motivo fundamental por el que hay
gue aplicar multiples correcciones para que el método SPH funcione bien. El objetivo ultimo
de todas ellas es alcanzar un determinado orden de consistencia que depende del tipo de ecua-
ciones que se resuelven. En este articulo analizamos dos de las mas empleadas y denominadas,
respectivamente, correccion del nucleo y correccion del gradiente. Para ello escribiremos la
aproximacion[{5) del siguiente modo:

u'(z) = ZpV(rip)W(x,rip)K(x,rip)u(np) (16)

ip=1

en donddV (z,r;,) representa las correcciones introducidas para garantizar la consistencia.

4.1. Correccion del nlcleo

Bajo este epigrafe analizamos como debéBér,r; ) para conseguir que la aproximacion
discreta tenga orden de consistengia_as condiciones que tiene que verificar son las siguien-
tes:

zp: V(riP)W(m,riP)K(m,riP) = 1, (17)
ip=1

i V<TZP)W(3:7TZP)K(.’IT,TZP)dJu(m)(T

ip

—z)=0; j=1,...m (18)

ip=1
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Un ejemplo de funcioV (z,r;,) que verifica los anteriores requisitos es la que se obtiene
ajustando, por minimos cuadrados, los valores nodales de la fun@®ren el subdominio de
cada puntea, a una funcion polinémica de ordemn[14]:

W(z,r) =p'(z) <p,p' > pr) = K} (z,7) =p'(x) <p,p' > p(r)K(z,r), (19)
en donde
p(r) = ¢(2) : (20)
z=(r—z)/h

siendop(z) es la base de polinomios seleccionaddy(x, r) el nucleo corregido de orden.
El producto escalat: -, - >, viene dado por la siguiente expresion:

Tp
< f,9g>k= Z V(Tz'p)K(%Tip)f(rip)g(rip)- (21)
ip=1
Por lo tanto, introduciendo esta correccion, la aproximadid@) & la funciénu(z) se puede
escribir como:
W"(x) = p'(x) <p.p’ > <pu>k, (22)
expresion en la cual es facil observar que(ai) es una funcion polinémica de orden inferior o
igual am, la aproximacién:”(zx) coincide coru(z):

t ~h t t —1 t
u(r) =p'(r)B — u'(z)=p'(z) <p,p > <p.p >k B =ux). (23)
Por otra parte, en los problemas fisicos que resolvemos en este articulo sera preciso aproximar
gradientes de funciones. En el caso de la correccion del nucleo, esto se lleva a cabo derivando

directamente la expresioJ). Asi, cuando la aproximacion tenga orden de consistencla
aproximacion del gradiente tendra orden- 1.

4.2. Correccién del gradiente

Otra forma de afrontar la aproximacion del gradiente es, en lugar de derivar directamente la
aproximacion a la funcion, buscar las condiciones que tiene que cumplir el gradiente para que
tenga un determinado orden de consistencia, corrigiendo directamente el gradiente.

Para ello, primero hay que tener en cuenta cémo se calcula el gradiente de una funcion
aplicando el método SPH en su forma continua. Siguiendo el mismo proceso ddelan (
aproximacion a la funcioWVu es

Vu(z) = V'u(z) = / K(z,r)Vu(r)dQ = (24)

—/ VK(z,r)u dQ—i—/ K(z,r)u / VK (z,r)u(r)d (25)

Como es habitual en los métodos SPH, en la expreBBnsg ha despreciado el término del
contorno. Es decir, se esta suponiendo que o el ndclaor) o la funcidénu(r) se anulan en los
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contornos, aunque esto normalmente no es cierto. Esta simplificacion podria explicar algunos
de los problemas que presenta el SPH a la hora de aproximar gradientes de fuddpnes [

Si ahora introducimos el desarrollo en sefi€)( las condiciones que tiene que cumplir el
gradiente de la funcion de ponderacion para obtener una aproximacion derosden

/ VK(z,r)dQ=0; (26)
reQ)
—/ VK(z,r)du(z)(r — z)dQ) = Vu(x); (27)
Q
/ VK(z,r)du(x)(r —x)dQ = 0, q=2,....,m (28)
reQ)

Desde un punto de vista discreto, las condicio2&s ¢e traducen en exigir a las funciones de
correccionW que verifiquen los siguientes requisitos:

Z V(rs,) x i, )VK(x,1;,) = 0; (29)
Zp Ve, W (,r: )VK(z,r;)) (@ —r,) =1, (30)
Z Vr, W x i, )VEK(x,7;,)du(z)(r;, —x) = 0; q=2,...m (31)

ip=1

Existen multiples elecciones para la maﬁ?z(z, r). En el caso particular en que queramos obte-
ner una aproximacion de orderal gradiente, se suele aplicar la denominada “correccién mixta
nucleo-gradiente], que consiste en verificar la condicid29j aplicando una correccién de
orden0 al nacleo e imponer que ese nucleo corregido cumpla la ecudmn (

Definiendo el producto escalar-, - >; como:

< f,g>1= Z V(Tip)f(?"z‘p)g(rip)a (32)
ip=1
el nucleo corregido con correccion de orden cero se puede escribir del siguiente modo:
Ki(z,r) =< 1,1 > K(z,7); (33)
y derivando,

VKi(z,r) =V < 1,1 > K(z,r)+ < 1,1 > VK(z,7). (34)

Por lo tanto, .
W =< VK{, (x —r) >} (35)
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y podemos definir el gradiente corregido como:

ViKi(z,r) =< VK, (x —7) > ' VK;(z,7) (36)
y la aproximacion de ordehal gradiente de una funciar(z) es:
Viu(z) =< VIKS, u > (37)

5. ESQUEMAS DE DISCRETIZACION ESPACIAL

En este apartado aplicaremos las técnicas de interpolacion anteriores a la resolucion de la
ecuacioni4) mediante dos esquemas de discretizacion distintos.

El primero, denominado método SPH estandar, es el método SPH sin ningun tipo de correc-
cion. Por lo tanto, no verifica ninguna condicion de consistencia. Ademas, se considera que el
fluido es no viscoso, pero se introduce una viscosidad artificial.

El segundo es el método SPH corregido. Consiste en aplicar la correccion del nacleo para
aproximar funciones y la correccion mixta nucleo-gradiente para aproximar sus gradientes. Para
garantizar la conservacion del momento lineal y del momento angular es necesario aplicar una
correccion del nacleo de ordény una correccion del gradiente de orderEn este caso el
fluido se considera viscoso.

En los tres casos se toma como peso de integracion el volumen asociado a cada particula. Es
decir, si denominamos.; a la masa de la particula con coordenaday p; a su densidad, los
pesos de integracion serdn(r;) = m;/p; [3].

5.1. El método SPH estandar

En el método SPH estandar las ecuaciones que rigen el movimiento de un fluido se aproxi-
man, para cada particutg, del siguiente modo:

dvfi?) = fl@)+ j:zlmj<§(zlj)2 + 5((;:;))2 +Hi,j>VrK(7”ja$i) (38)
W) (e, SVl i) Tkt 39
C?; = v(z;) (40)

Como se puede observar, en el método estandar se considera el fluido no viscoso pero, pa-
ra corregir las oscilaciones que aparecen en este caso, se afiade un IErpdenominado
viscosidad artificial. Esta viscosidad se define del siguiente nidgjo [
—acq i, j+B1E
= { s D paraul 1y < O
l’]

. (41)
0, en cualquier otro caso
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siendo: ot
vi L. /rl.7, 1
Hij = mv Pij = 5(/0(5%) +p(r;)); (42)
%, )
1
Ci,j = 5(01 =+ Cj); vi,j = 'U(.’EZ) — 'U(’I"j); Iri,j =Tr;,— ‘T'j. (43)

Un valor tipico dex esa = 0,01 y ¢; es la velocidad del sonido en el puntp[3]. En los
problemas como los que se tratan en este trabajo se suele adoptar glxaldi3].

Ademas de introducir una viscosidad artificial, el método SPH se implementa corrigiendo la
velocidad que se introduce en la ecuacion de la continuidad para calcular la densidad y en la
ecuacién que calcula la posicion de cada particula. Esta correccién consiste en suavizar los va-
lores de las velocidades obtenidos a partir de la ecuacién del momento, obteniéndose finalmente
las siguientes expresiones:

= e+ 3o (S S+ ) V.2 (44)

’U*(zz) :’U(ml) +€Zm] <217J>K(9§“7‘]) (45)

dpc(;i) = —p(z:) 21 V() (v (r) —v* (@) - VoK (zi,7)) (46)
dz; .

praial (i) (47)

La intencién de esta correccién, denominada XSPH, es conseguir un movimiento mas ordenado
de las particulas. En la ecuaci@) el valor habitual de es0,5 [3].

5.2. Elmétodo SPH corregido

Teniendo en cuenta las expresiorigd) y (36), las ecuaciones que rigen el movimiento de
cada particula de fluido se pueden aproximar como:

W) _ o N T R (g ).
di = f(=:) p(zi>;V(TJ)T(TJ)VIKO(m“r])7 (48)
dpgi) - p(mi)zl‘/(Tj)’U(’l"j)t - VIKG (@i, 7)); (49)
dxl'
L = v(z;) (50)
en donde, .
T(r;) = p(r;)I + 24| Dir;) — 5tr(D(r;)1 (51)

10
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3

Vo(r;) + Vo(r;)
D(r;) = ( i >J; R );Vrv(rj) =— > V(rpv(ry)ViKqy(ry, 7y (52)

5.3. Elmétodo SPH estandar-corregido

En este trabajo, ademas de los esquemas expuestos que aparecen en la bibiografia, también
hemos estudiado el comportamiento del método SPH estandar sin la correccion2gppetd
con el nucleo y el gradiente del nucleo corregido. Es decir, las ecuaciones que rigen esta tercera
técnica son:

dv(z;) - p(@;)  plz)) 5 ok
dt = f(.’l?l) + ; m; (p($1)2 + p<$j)2 + Hm’) VIKO (’I"j,.’Ei) (53)
W) p(a) S Vi) ViKs(eor) (54
Wi~ vfa) (55)

Esto permite analizar los dos aspectos siguientes: la influencia del término de viscosidad
artificial en la precision de los resultados y la importancia de que se verifiquen los requisitos
de consistencia. Asimismo, en los ejemplos se podra observar también cémo, a pesar de que
la correccion XSPH ayuda a una evolucion ordenada de las particulas y reduce la interpene-
tracion de las mismas, es mas efectivo el empleo de una formulacién consistente, en el sentido
contemplado en el Apartado

6. APROXIMACION EN EL TIEMPO

En este Apartado planteamos la discretizacion temporal. Existen en la bibliografia distintas
alternativas, siendo las mas empleadas los métodos predictor-coriEsjtor Ips esquemas
leap-frog B]. En este articulo nos centramos en los métodos de intervalo simple que, de forma
general, permiten aproximar la ecuacidhdel siguiente modo:

U1 = U; -+ Atq)(xz,ul), (56)

en donde la funcio®(z;,u;) depende del método empleado.

En este articulo proponemos una variante del método de Euler modificado que incluye una
correccion de los valores obtenidos en cada paso internedie. El objetivo final de cada
paso es calcular las posiciones de cualquier particula en un tiempmnociendo los valores
en el tiempot;. Para ello se predicen los valores en un tiempo intermedio denomipado
se corrigen, llamandolos ahata, . Las ecuaciones que finalmente hay que resolver en cada
paso son:

At /dv At At sdp
Vij2 =V + 7(%)1‘—;’ Tipp =T; + 7%‘, pij2 = pi + > <E>z (57)
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B At /dv ' B At ‘ B At rdp 58
v”%vi_'—?(%)i/f .’EH%—.’Ei—F?’UiJr%a Pitl pz—l-?(%)wr; (58)
Vig1 = 2% 1 — T Tigy = 20,1 — Vij Pig1 = 2001 — P (59)

Este esquema de integracion temporal da lugar a una formulacién explicita.

7. EJEMPLOS

En este apartado presentamos dos ejemplos. En el primero, de gran sencillez y en el que no
intervienen condiciones de contorno, se estudia la evolucion de una gota de agua bidimensional
sometida a un campo de velocidades. El objetivo es comparar los tres métodos analizados,
estudiando qué aspectos de las distintas formulaciones son los que mas influyen en la calidad
de los resultados. El segundo ejemplo se trata de un clasico problema de “rotura de presa” con
un talud aguas abajo. Este caso permite analizar cdmo se comporta el SPH ante un problema de
grandes deformaciones.

Error

a0 = 2
15 1 O Metodo estandar-corregido R tiaet g 8
! 30 59 Método o g
Lo
05 1 ©° Meétodo standar T - Z/
Ry 2
0 200 R -
L4
. p-4
1 o] e
s pAs
o
N g
3N o’ g2
2 45 4 05 0 05 1 15 2 0.00 £ £ T T T T T T T T 1

0000 0001 0002 0003 0004 0005 0006 0007 0008 0009
1a) 1b) Tiempo

Figura 1.Configuracion inicial de particulas y errores en los métodos numéricos empleados.

7.1. Ejemplo 1: Evolucién de una gota de agua eliptica

Como primer ejemplo analizamos la evolucion temporal de una gota de agua en dos dimen-
siones sometida a un campo inicial de velocidades lineal con las coordanagas; 100z, 100y).
La configuracién inicial es un circulo de radio unidad. Nos centramos en el estudio del movi-
miento de los semiejes maybry menora. Si consideramos el fluido incompresible, es decir
ab = cte = 1, el problema se puede resolver de forma analiBita [

En este ejemplo se analizan los resultados numéricos obtenidos para distintos tiempos con
el método estandar, el corregido y el estandar-corregido. Los datos empleados-son;
k = 285,714 MN/m?y p, = 1000 kg/m?.

En la Figura (1a) se puede observar la posicién inicial de las particulas. En los tres casos se
han empleada308 particulas distribuidas en el dominio de forma aleatoria.

En la Figura (1b) se compara el valor del produdipque en este ejemplo tendria que man-
tenerse constante e igual aes decir, el fluido se comporta de forma incompresible. Ademas,

12
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este producto permite estudiar la evolucién conjunta de ambos semiejes. A la vista de los resul-
tados se observa que el método estandar-corregido y el corregido se comportan de forma similar
y con errores inferiores al estandar.

En la figurad se muestra la evolucion temporal obtenida con los tres métodos. Se puede
observar que con el método corregido y el estandar-corregido las particulas evolucionan de
forma mas regular.

2 45 1 05 0 05 1 15 2 2 45 4 05 0 05 1 15 2

2b) 0|

EEEE 2 45 4 95 0 05 1 15 2

2 A5 4 05 0 05 1 15 2 FEEERES 05 1 15 2

t=2.4 ms t=8.0 ms

Figura 2.Evolucion de las particulas con el método estandar a), el corregido b) y el estandar-corregido c) para los
instantes de tiempb= 2,4 msy t = 8 ms.

7.2. Ejemplo 2: Evolucién de “rotura de presa” con talud aguas abajo

En este ejemplo se modeliza la evolucion de las particulas de agua en un caso de “rotura de
presa”. Aguas abajo de la presa se ha dispuesto un talud inclinado de tal forma que a lo largo
del tiempo el agua se va deteniendo hasta quedar totalmente estancada.

Al contrario de lo que sucedia en el caso anterior, ahora si se considera el efecto de las fuerzas
externas, que se limitan a la fuerza de la gravedad. Ademas, el movimiento del fluido esta
coartado por los contornos. Existen distintas alternativas en la bibliografia para tratar contornos
sélidos como los del ejemplo. En este articulo empleamos una de las técnicas mas conocidas,
consistente en distribuir a lo largo de los contornos una serie de particulas que ejercen sobre las
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Figura 3.Evolucién en el tiempo de las particulas de agua al romperse la presa (1)

mas cercanas (las situadas a una distancia infenigy @na fuerza radial por unidad de masa
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gue viene dada por la expresion de Lennard-JdBles [

fr) = DKTTO)M - (‘)p] s SIT < ro; (60)

0, en otro caso

en dondeD, que tiene dimensiones de velocidad al cuadrado, es un factor de escala que hace
gue estas fuerzas sean comparables a la energia cinética por unidad de masa de las particulas.
En este caso se ha tomadlo~ 5¢H, siendog la gravedad y{ la altura inicial del agua en la

presa. Ademasgyy p, son dos parametros que tienen que cumplir giug p,, tomandose en

este ejemplp; = 4y p, = 2,y r es el modulo de la distancia de cada una de las particulas

del contorno a las del fluido ¥, es la distancia maxima a partir de la cual tienen efecto estas
fuerzas, tomandose normalmente la distancia inicial entre particulas.

Como se puede observar en las grafi8gdd, esta modelizacion de los contornos permite
obtener resultados altamente satisfactorios. En estas Figuras se representa la evolucion de las
particulas de agua para distintos tiempos intermedios. Se ha tomado un incremento del tiempo
de At = 0,15 ms. Como se observa, el movimiento del fluido presenta un comportamiento
armonico amortiguado que representa bien lo que ocurre en la realidad. El tiempo final para el
gue se alcanza el reposo estde 4,5 s.

8. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha estudiado el método SPH aplicado a problemas de fluidos y, en parti-
cular, a problemas de flujo con superficie libre. Se han analizado tres formulaciones: el método
SPH, el método SPH corregido y el método SPH estandar-corregido. Las tres formulaciones se
han planteado siguiendo el esquema basico de resolucion de este tipo de problemas numéricos:
establecer las ecuaciones que rigen el problema fisico que se quiere resolver, determinar en
qué puntos del dominio se quiere obtener la solucién y sustituir la ecuacién diferencial por una
ecuacion algebraica, lo que exige buscar aproximaciones en el espacio y en el tiempo.

Las correcciones introducidas en el método SPH se han deducido imponiendo que tanto
las aproximaciones de las funciones como las de sus gradientes cumplan unos determinados
requisitos de consistencia, es decir, que ajusten de forma exacta una funcion polinomial de
determinado orden.

El objetivo del método SPH estandar-corregido es estudiar la resolucion numérica del modelo
matematico planteado, analizando la influencia de las correcciones y el distinto tratamiento de
la viscosidad que distingue el método estandar del corregido. Este andlisis se ha aplicado a un
ejemplo en el que se estudia la evolucién en el tiempo del movimiento de una gota de agua
sometida a un determinado campo de velocidades, quedando patente que lo que mas influye en
la precision de los resultados son las correcciones realizadas en el nicleo y en su gradiente, sin
tener tanta importancia que la viscosidad se introduzca de forma artificial o que se resuelvan las
ecuaciones considerando términos viscosos.

Asimismo, se ha realizado un segundo ejemplo cuyo objetivo es mostrar que estas técnicas
son capaces de resolver problemas de flujo en superficie libre con grandes deformaciones, como
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Figura 4.Evolucién en el tiempo de las particulas de agua al romperse la presa (2)

los denominados problemas de “rotura de presa”. En este caso, aun careciendo de solucién
analitica, se puede concluir que los resultados obtenidos se ajustan bien a lo que ocurre en la
realidad. De este tipo de ejemplos surge la necesidad de abrir una futura linea de desarrollo

consistente en comparar estos resultados numéricos con ensayos experimentales.
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Ademas, este segundo ejemplo nos ha permitido constatar la importancia que tiene la impo-
sicion de las condiciones de contorno en este tipo de flujos. Por este motivo, en la actualidad
estamos analizando otras técnicas para tratar las zonas de borde que nos permitan establecer una
metodologia mas general, consistente con toda la formulacion y aplicable no sélo a este tipo de
problemas, sino extensible al estudio de otros fendmenos fisicos.
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