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Resumen

En este trabajo se presenta una formulaciéon numérica para el
calculo y diseno asistido por ordenador de tomas de tierra que
es aplicable a un amplio rango de instalaciones eléctricas reales.
La formulacion propuesta se basa en la solucién de una ecua-
cién integral de Fredholm de primera especie mediante el Método
de Elementos de Contorno. La solucién de la ecuacién integral
proporciona la densidad de corriente que emana de la superficie
del electrodo conductor. Una vez que se conoce la densidad de
corriente, es posible evaluar de forma sencilla tanto la resistencia
equivalente del sistema como el potencial en cualquier punto de
la superficie del terreno.

“Este trabajo ha sido parcialmente financiado por las siguientes empresas e ins-
tituciones: FECSA, Unién Fenosa, UFISA, CICYT, FEDER, Xunta de Galicia y
Universidad de A Corufia
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1. Introduccion

En esencia, una toma de tierra es un electrodo conductor (normal-
mente una malla de cobre) que se entierra bajo una instalacién eléctrica.
Los objetivos de un sistema de toma de tierra son garantizar la inte-
gridad de los equipos y la continuidad del suministro eléctrico cuando
tienen lugar situaciones de fallo —permitiendo el transporte y disipa-
cion de la corriente eléctrica en el terreno—, y evitar que las personas
que se encuentren transitando o trabajando en las inmediaciones de una
instalacion conectada a tierra estén expuestas a una descarga eléctrica
peligrosa. Para el analisis y el disefio de estos sistemas de proteccién es
preciso determinar una serie de pardmetros caracteristicos, como la re-
sistencia equivalente del sistema y las denominadas tensiones de paso,
mano y contacto (maximas diferencias de potencial a las que puede estar
sometido un ser humano que se encuentre en las inmediaciones de la ins-
talacién). A su vez, la evaluacién de estas tensiones requiere conocer la
distribucién de potencial en la superficie del terreno cuando se produce
una derivacion de corriente a tierra [1, 2, 3, 4].

Los estudios sobre el calculo de tomas de tierra se han planteado tra-
dicionalmente con el fin de obtener férmulas sencillas que permitan la
estimacion de estos parametros. Este tipo de férmulas —que en la ac-
tualidad son la base de los procedimientos de calculo recomendados por
las normas [1]— se fundamentan en modelos extremadamente simples,
en resultados obtenidos empiricamente mediante ensayos de laborato-
rio y en la experiencia profesional acumulada por reconocidos expertos
durante muchos anos. Desde mediados de los anos setenta se han desarro-
llado algunos métodos de calculo matricial: los denominados “computer
methods” en la norma IEEE Std. 80 [1]. En este tipo de métodos los
electrodos de la toma de tierra se subdividen en segmentos, cuyos efec-
tos e interrelaciones se modelan a partir de algunas hipodtesis basicas,
ideas intuitivas (como la superposicién de fuentes de corriente puntuales
y el promediado del error) y simplificaciones poco justificadas, cuando no
cuestionables [2, 3, 4, 5, 6, 7]. A pesar del importante avance que han re-
presentado estas técnicas, se han puesto de manifiesto algunas anomalias
notables en su aplicacién practica, tales como sus elevados requerimientos
computacionales, los resultados poco realistas que se obtienen al aumen-
tar la segmentacion de los conductores, y la incertidumbre en su margen
de error [6].
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Figura 1: Disipacién de corriente en el suelo.

2. Modelo Matematico

El problema asociado a la disipacién de corriente eléctrica en el suelo
se puede modelizar mediante la Teoria del Electromagnetismo de Max-
well [8, 9, 10]. Reduciendo el analisis a la obtencién de la solucién elec-
trocinética estacionaria [1] y despreciando la resistencia eléctrica interna
de la toma de tierra (una malla de electrodos interconectados enterrada
a una determinada profundidad), las ecuaciones que rigen la derivacion
de corriente pueden escribirse en la forma [11, 12, 13, 14, 15]

div(e) =0 en E, siendo o = —y grad(V)
atnE =0 en FE, V= VF en F,
V=0 si || — oo, (1)

siendo F el terreno, v su tensor de conductividad, I la superficie del
terreno, m; su versor normal exterior y I' la superficie de los electrodos
(véase la figura 1). Las soluciones de este problema son el potencial V()
y la densidad de corriente o(z) en un punto arbitrario £ en E cuando la
toma de tierra adquiere un potencial Vi respecto al nivel de referencia
en un punto remoto. El valor de V- se denomina Sobretensién de Tierra
o GPR (Ground Potential Rise).

El campo vectorial o(z) describe el movimiento de cargas eléctricas
en el entorno de cada punto. Asi, el producto escalar o*(z)n proporciona
la densidad de corriente (cantidad de carga que atraviesa la unidad de
superficie por unidad de tiempo) en la direccién del vector n en el punto
z. En el estado estacionario, por definicion, la cantidad de carga no varia
en cada punto. Por tanto, la ecuacién de equilibrio div(e) = 0 en E es
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simplemente una ley estdndar de conservacién que expresa la indestruc-
tibilidad de carga. Obviamente, esta relacion pude derivarse facilmente
a partir de las Ecuaciones de Maxwell [10, 11, 14].

La ecuacién constitutiva ¢ = —y grad(V) es una versién genera-
lizada de la Ley de Ohm. En esencia, las Ecuaciones de Maxwell es-
tablecen que la intensidad del campo eléctrico € es irrotacional en un
estado estacionario. Por tanto, debe existir un potencial escalar V' tal
que & = —grad (V) [10, 11, 14]. En consecuencia, esta ecuacién consti-
tutiva establece una relacion lineal entre la densidad de corriente o y la
intensidad del campo eléctrico € en cada punto, en términos del denomi-
nado tensor de conductividad 4. Para un medio homogéneo el tensor de
conductividad es constante. Por otro lado, en un medio isétropo el tensor
de conductividad se puede sustituir por una conductividad escalar ~. Por
tanto, en el caso de un medio homogéneo e isétropo unidimensional esta
ecuacion constitutiva dice simplemente que la intensidad de corriente por
unidad de superficie es proporcional a la pérdida de potencial eléctrico
por unidad de longitud, lo que constituye una forma conocida de la Ley
de Ohm.

Puesto que el producto escalar o'n, proporciona el flujo de cargas
eléctricas en la direccién de la normal a la superficie del terreno, es evi-
dente que la condicién de contorno natural e'n; = 0 en I es equivalente
a considerar la atmésfera como un aislante perfecto. Por otro lado, la
condiciéon de contorno esencial V' = Vi en I' procede, obviamente, de
despreciar la resistividad del electrodo.

Finalmente, la condicién de contorno esencial V' — 0 si |z| — oo asig-
na un valor nulo (arbitrario pero conveniente) al potencial de referencia
en un punto remoto [14]. Ademads, el potencial V' debe satisfacer algu-
nos requerimientos tedricos en el infinito (las denominadas condiciones
de regularidad) que se explicitan en el Apéndice I [8, 9].

En estos términos, la densidad de corriente de pérdida o(€) que emana
de un punto arbitrario £ de la superficie de los electrodos, la intensidad
total de corriente que emana de la toma de tierra I y la resistencia
equivalente del sistema electrodo-terreno R, pueden escribirse como

Vr
o€ =a'Em In=[[ o@dr, Ry=-", @)
EEF IF
siendo 7n el versor normal exterior a I'. En lo sucesivo se considerara que

Vr = 1 sin pérdida de generalidad, dado que V' y & son proporcionales al
valor de Vr (GPR).
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En la préctica, la hipotesis de terreno homogéneo e isétropo se puede
considerar aceptable [2, 3], por lo que el tensor 7 se puede sustituir por
una conductividad escalar aparente v que se determina experimentalmen-
te. En el caso mas general se considera que un modelo multi-capa permite
representar aceptablemente la respuesta del terreno [16, 17]. Puesto que
las técnicas que se exponen en este trabajo pueden generalizarse a mo-
delos multi-capa [18, 19] (que representan el terreno estratificado en dos
o méas capas de diferente espesor, cada una caracterizada con un valor
distinto de la conductividad escalar ), el desarrollo y ejemplos que se
presentaran en lo sucesivo se restringen a modelos de terreno uniformes.
Asi, el problema (1) se reduce a la ecuacién de Laplace con condiciones
de contorno mixtas [8, 9].

Por otra parte, si se asume que la superficie del terreno es horizontal
(véase el Apéndice I), la simetria (mediante el método de las imégenes)
permite reeescribir el problema (1) en términos de un Problema Exte-
rior de Dirichlet [12]. La hipétesis de superficie horizontal es bastante
adecuada dado que, en la practica, el terreno en el que se construye una
instalacion eléctrica y sus alrededores se regularizan previamente a la
colocacién de los equipos y ejecucion de los viales y zonas de servicios.

Las distintas variantes del problema de Dirichlet han sido tratadas
exhaustivamente desde una rigurosa perspectiva matemética [9, 20, 21].
En la practica, sin embargo, no es posible trabajar con soluciones analiti-
cas excepto en algunos problemas académicos extremadamente simples.
Por otro lado, en muchas aplicaciones técnicas en las que es necesario
resolver un problema de este tipo se pueden obtener (y de hecho se ob-
tienen rutinariamente) soluciones aproximadas mediante la aplicacién de
técnicas numéricas como el Método de Elementos Finitos o el Método de
Diferencias Finitas. Sin embargo, en nuestro caso se dan cita varios fac-
tores que confieren al problema una extraordinaria dificultad adicional,
y que impiden la utilizacién de este tipo de técnicas. En particular, las
caracteristicas del dominio (tridimensional e infinito) y la complejidad de
la geometria del contorno (la superficie de la propia malla de la toma de
tierra embebida en el terreno) elevan sus costes computacionales mucho
mas alla de lo aceptable.

En la mayor parte de las tomas de tierra instaladas en subestacio-
nes eléctricas, el electrodo enterrado consiste en una malla de barras
cilindricas de material conductor intercontectadas entre si, cuyo relacion
didmetro/longitud suele ser relativamente pequefia (=~ 1073). Puesto que
el terreno se considera semi-infinito y el electrodo no estd incluido en



6 I. CoLoMINAS, F. NAVARRINA Y M. CASTELEIRO

él, la discretizacién del dominio E requiere un nimero extremadamente
elevado de grados de libertad. Son precisamente los prohibitivos requeri-
mientos computacionales asociados a este tipo de discretizaciones [22, 23]
los que impiden el uso de los Métodos de Diferencias Finitas y Elementos
Finitos. Obviamente, en la practica tampoco es posible obtener solucio-
nes analiticas para este tipo de problemas.

Sin embargo, recordemos que el diseno de un sistema de tierras tie-
ne dos objetivos prioritarios: garantizar la integridad de los equipos y la
continuidad del servicio (para lo que se intenta minimizar la resistencia
equivalente), y preservar la seguridad humana (para lo que se limitan
las tensiones de paso, mano y contacto) cuando ocurre una condicién de
fallo [1, 2, 3, 4]. Para evaluar las tensiones de paso mano y contacto sélo
es preciso calcular el potencial en la superficie del terreno I'x. Ademas,
la resistencia equivalente se obtiene facilmente (2) a partir de la den-
sidad de corriente de pérdida o(€). Por tanto, una formulacién basada
en el Método de Elementos de Contorno se perfila como la eleccion mas
acertada, ya que unicamente requeriria la discretizacion de la superficie
de los electrodos I' y permitiria reducir el problema tridimensional a un
problema bidimensional [13, 14, 15, 24].

3. Planteamiento Variacional

La aplicacién de la Identidad de Green [9, 20, 21] a (1) permite obtener
la siguiente expresién integral (véase el Apéndice I) para el potencial V'
en E, en términos de la densidad de corriente de pérdida o:

1
V@) = [l @80 3)

siendo el nucleo débilmente singular

1 1
@0 = (g " e
donde &' es el punto simétrico de £ con respecto a la superficie del terreno.
Dado que (3) se verifica también sobre la superficie de los electro-
dos I" [14] donde el potencial viene dado por la Sobretension de Tierra
(V(x) =1Vx €'), la densidad de corriente de pérdida o debe satisfacer
la ecuacién integral de Fredholm de primera clase definida en I"

1

R //&Fk(xf) c(€)dl =0 Vxer, (5)

) reo=k-g @
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cuya solucién es la densidad de corriente de pérdida incégnita o.
Finalmente, la expresion anterior puede escribirse en la forma varia-
cional mas débil mediante el Método de Residuos Ponderados [24, 25, 26]:

fow |- [ pcoroala=o o

que debe verificarse para todos los miembros w(x) de una determinada
clase de funciones de test en I' [13, 14, 15].

Parece evidente que la forma débil (6) es una consecuencia de la
forma original (o fuerte) del problema (5). La implicacién inversa no es
obvia, aunque puede razonarse de forma intuitiva: la forma débil (6) debe
satisfacerse para cualquier funcién de test w(x), y esto no es posible a
menos que la forma fuerte (5) se satisfaga también. De hecho, puede
probarse que las dos formas del problema son equivalentes [24, 25] en
general.

La forma débil (6) sera el punto de partida para obtener una solucién
aproximada al problema original (1) mediante el Método de Elementos
de Contorno. El desarrollo posterior sera muy familiar para aquellos lec-
tores que hayan tenido ya algtiin contacto con la tecnologia basica del
Método de Elementos Finitos [10, 24, 25]. La idea esencial es aproximar
la ecuacién variacional (6) en un contexto de dimensién finita. Prime-
ro sustituiremos la solucién exacta o(§) por una aproximacién discreta
o"(€) en términos de un conjunto de pardmetros (incégnitas) a determi-
nar. Y, a continuacién, discretizaremos el espacio de las funciones de test
de forma similar. Nuestro propdsito es reducir el problema aproximado
a un sistema lineal bien planteado, con el mismo nimero de grados de
libertad (incognitas) que ecuaciones discretizadas. También se discreti-
zard la geometria del contorno, como es usual en esta clase de métodos,
con el fin de simplificar y sistematizar el trabajo de integracion.

3.1. Formulacion en Elementos de Contorno

Dadas N funciones de prueba {N;(€)} definidas en I" [24, 25], y dados
M elementos 2D de contorno {I"*}, la densidad de corriente de pérdida
o y la superficie de la toma de tierra I' se pueden discretizar en la forma

~ ot :N N _ e
o(§) ~ o"(§) ;UZNZ(& I L_JIF- (7)
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A su vez, la expresion (3) puede aproximarse por

V() Z o; Vi Z Ve (8)

Vit(=) 47r’y //fera z,€) Ni(§) dr )

Finalmente, para un conjunto dado de N funciones de test {w;(x)}
definidas en I, la forma variacional (6) se reduce al sistema de ecuaciones
lineales [13, 14, 15]

N

ZRjiJi:Vj> jzl,,N, (10)
=1

MM M =1,...,N;

RO SLANED SR R VI

RO = 4; | w /x ., V/&Fa X.€ )dr]dr, (12)
=[] i) ar. (13)

Sin embargo, es obvio que las discretizaciones 2D requeridas para
resolver estas ecuaciones en problemas reales obligarian a manipular un
numero extremadamente alto de grados de libertad, ya que los sistemas de
toma de tierra estan formados en la practica por mallas de varios cientos
de conductores cilindricos de gran longitud en relacién con su diametro.
Por ello, y teniendo en cuenta que la matriz de coeficientes en (10) es
llena, y que la integracion 2D en (12) debe efectuarse dos veces sobre la
superficie de cada uno de los electrodos, se comprende inmediatamente
la necesidad de introducir algunas simplificaciones adicionales con el fin
de reducir el extremadamente elevado coste computacional del problema.

4. Planteamiento Variacional Aproximado
Con este objetivo, y considerando la geometria especifica de las ma-

llas de toma de tierra en la mayoria de las instalaciones eléctricas reales,
puede asumirse que la densidad de corriente es constante en la seccién
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Figura 2: Hipdtesis de uniformidad circunferencial.

transversal del electrodo cilindrico [13, 14, 15]. Esta hipétesis de unifor-
midad circunferencial es ampliamente empleada en la mayor parte de los
estudios tedricos y procedimientos practicos recogidos en la bibliografia
[1, 2, 3, 6].

Sea L el conjunto completo de los ejes de los conductores enterrados
I'. Sea & € L la proyeccion ortogonal sobre el eje de un punto genérico
& € T situado sobre la superficie de cilindrica. Sea ¢(€) el didmetro
(que se supone mucho menor que la longitud) del conductor, y sea C(€)
el perimetro circunferencial de la seccién transversal en el punto Z en
cuestion. Si la distribucion de la corriente de pérdida se supone uniforme
en el perfmetro de cada seccion transversal (véase la figura 2), es decir
(&) = (&) V€ € C(&), se puede obtener una expresién aproximada del
potencial (3) de la forma [13, 14, 15]

~

Vie) = ILJ /&C (z,€) dc] 5(8) dL. (14)

Esta hipotesis parece bastante adecuada y poco restrictiva si tenemos
en cuenta la geometria real de las tomas de tierra [1, 3, 6]. Sin embargo,
debido a que la densidad de corriente que emana no es realmente uniforme
en la seccién transversal, con cardcter general la expresion anterior no
podré satisfacer estrictamente la condicion de contorno V(x) = =
1 Vx € I, ni la forma variacional (6). No obstante, si se restringe la clase
de funciones de test a aquellas con uniformidad circunferencial, es decir
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w(x) = w(x) Vx € C(x), la expresién (6) se reduce a

1 A
(X X) — — K(x,€)0(&)dL|dL =0 15
fo o0 ot - (- [ K@@z (15)
que debe satisfacerse para todos los miembros w(x) de una determinada
clase de funciones de test en L, siendo el nicleo integral

KGO = [ o gtcgac]ac (15

De este modo se impone que la condicién de contorno se satisfaga en
promedio en la seccién transversal. De hecho, (15) puede considerarse co-
mo una forma variacional de la ecuacién integral de Fredholm de primera
especie en L

-~

X - o fp K& EFE®A =0 vgel (1)

En esta formulacion no se han tenido en cuenta ni los extremos ni las
uniones de los conductores, por lo que es de esperar la aparicién de ligeras
anomalias localizadas en esos puntos, aunque los resultados globales no
deberian sufrir perturbaciones significativas en la resolucién de problemas
reales.

4.1. Formulacion Aproximada en Elementos de Con-
torno

La resolucién de la ecuacién integral (15) requiere la discretizacion del
dominio formado por el conjunto completo de los ejes de los conductores
enterrados L. Asi, dadas n funciones de prueba {N;(€)} definidas en
L y m elementos 1D de contorno {L®} (segmentos de los conductores
cilindricos), la densidad de corriente de pérdida ¢ y el conjunto de ejes
de los conductores L se pueden discretizar en la forma

O ~o" @) =Y M@, L= )L~ (18)

V)~ V@) =Y o T, Viw)=> U@, (19
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" ~ dny /EeLal/ﬁec( @8 dC] i(8) dL. (20)

Finalmente, para una eleccién adecuada de n funciones de test {w;(x)}
definidas en L, la ecuacién (15) se reduce al sistema de ecuaciones lineales
[13, 14, 15]

znzéﬁai:y, j=1,...,m (21)
=1
Re=X SR p=Sn (120 e
f=1a=1 A=1 e Th
R = b [ o | f KGON@d]a e
% = Joe, 7O 050 dL. (24)

En general, en comparacién con la formulaciéon 2D presentada ante-
riormente, el esfuerzo computacional requerido para resolver problemas
reales se reduce drasticamente con esta formulacion 1D, dado que tanto
el tamano del sistema de ecuaciones lineales (21), como el nimero de
contribuciones (23) que es preciso calcular son significativamente més
pequenos que los de (10) y (12).

Sin embargo, en el caso de problemas reales, el coste computacional
requerido para la integracion es todavia considerablemente elevado, de-
bido a las integrales circunferenciales (16) y (20) que es preciso evaluar.
Por esta razoén, se hace necesario introducir nuevamente ciertas simplifi-
caciones para reducir los tiempos de célculo a niveles aceptables [14, 15].

4.2. Formulacién Simplificada

La integral circunferencial del nicleo k(z, &) de (20) se puede escribir
como [13, 14, 15]

1 1
/&C(g) k(z,£) dC = tec® 1@ 1O T /&C(Z) @) (25)

La distancia r(z, €) entre un punto £ del dominio y un punto arbitrario
¢ situado en el contorno del electrodo se puede expresar en la forma

)= |le-&

) — |z — €| $(€) senw cos, (26)
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5€)

-
-
&
7
/ e/
-
—

Figura 3: Distancia entre un punto dado £ y un punto arbitrario £ de la
superficie del electrodo.

donde 0 es la posicién angular en el perimetro de la seccién transversal
del electrodo cilindrico, y

senw = | <E — z) . g(g) ’ (27)

€~z

como muestra la figura 3.

La integral eliptica obtenida cuando r(z,§) de (26) se sustituye en
(25) se puede aproximar por integracién numérica hasta un nivel ar-
bitrario de precisién. Sin embargo, dado que nos interesa calcular los
potenciales en puntos & de la superficie del terreno, cuya distancia a los
puntos arbitrarios Z situados en los ejes es mucho mayor que el didmetro

(&) de los electrodos que forman la malla de tierra [14], la distancia
r(z,€) de (26) se puede aproximar como

¢*(€)

r(z.6) ~ 7(z.8) = wx—zh = (28)

De este modo, la integral circunferencial del nicleo k(z,&) de (25)
resulta

Jeeog, H@8)4C = m0(@) k(.. (29)
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donde

~ = 1 1
k(x,&) = = = 30
(z,€) (?(%5) + ?(%g,)) (30)
y E’ es el punto simétrico de Z con respecto a la superficie del terreno. La
expresion (29) puede interpretarse como el resultado de integrar la expre-
sién (25) mediante una cuadratura de Newton-Cotes con un solo punto.
Esta aproximacion es suficientemente precisa a menos que la distancia
entre los puntos = y € sea del mismo orden de magnitud que el didmetro
¢(E), lo que no ocurrird en la préictica al emplear esta aproximacion para
calcular los valores del potencial en la superficie del terreno.

Si ahora se sustituye la expresién (29) en (16), se puede obtener la
aproximaciéon

-~

Kx&~ [ - wo@)

-~

(x,€) dC, (31)

)

y, teniendo en cuenta las aproximaciones empleadas en (28), el ntcleo
integral (16) se puede simplificar en la forma:

K(x.8) ~ 7 (&) 7 6(%) k%, ), (32)
siendo
~ 1 1
k(x, = | —— — = , 33
%:4) &@@+ﬂ20) %)
y —~
" = k-8 + CEOTE, (39)

-~

donde la inclusién de los didmetros ¢(x) y ¢(§) preserva automaética-
mente la simetria en el sistema de ecuaciones (21), aunque las secciones
transversales del electrodo sean distintas en los puntos ¥ y €.

La seleccién de diferentes tipos de funciones de prueba y test en (23)
y (24) conduce a diferentes formulaciones especificas. Asi, con elementos
de densidad de corriente constante (un nodo centrado por segmento de
conductor), la Colocacién Puntual (deltas de Dirac como funciones de
prueba) se identifica con los métodos intuitivos mas antiguos, basados en
la idea de sustituir cada segmento de conductor por una “esfera imagina-
ria” [5]. Por otra parte, la formulacién de Galerkin (donde las funciones
de test son las mismas que las de prueba) se identifica con una clase de



14 I. CoLoMINAS, F. NAVARRINA Y M. CASTELEIRO

métodos mas recientes, como el Método del Promediado del Potencial o
APM (Average Potential Method) [5, 6]. Este método se basa en la idea
de que cada segmento de conductor se sustituye por una “linea de fuentes
puntuales de corriente sobre la longitud del conductor” [11] (elementos
de densidad de corriente constante), y los coeficientes (23) corresponden
a “resistencias mutuas y propias” entre “segmentos de conductor” [6].
Obviamente, es posible desarrollar formulaciones mas avanzadas y preci-
sas [14, 15] aproximando la densidad de corriente mediante funciones de
prueba lineales, cuadraticas, y polinomios de grado superior (utilizando
més de un nodo funcional por segmento de conductor).

5. Técnicas de Integraciéon Analitica

En lo sucesivo, el modelo numérico y los ejemplos se restringiran
a formulaciones de tipo Galerkin, donde la matriz del sistema (21) es
simétrica y definida positiva [24]. Asi, si se introducen las simplificaciones
de las integrales circunferenciales (29) y (32), y se asume que el didmetro
de los conductores es constante en cada elemento, las expresiones finales
que permiten calcular los coeficientes del potencial (20) y del sistema de
ecuaciones (23) resultan ser:

Ve (@) = 4m /&La N,(§) dL, (35)
pBa ﬂ-gbﬁ 7T¢a i
hit = 4y /XeLﬁ ! [/ﬁem 6) dL|dL, (36)

donde ¢* y ¢ representan el didmetro del conductor (que se supone
constante) en los elementos L® y LP. Obviamente, las contribuciones
(36) conducen a una matriz simétrica en (22).

El célculo de las restantes integrales que intervienen en (35) y (36)
no es obvio. Debido al mal comportamiento de las funciones de los inte-
grandos no es posible emplear cuadraturas de Gauss, por lo que la mejor
alternativa numérica parece ser una cuadratura de Simpson compuesta
adaptativa (utilizando la extrapolacién de Richardson como estimador
de error) [11, 13, 14]. Sin embargo, debido al altisimo coste que ésta im-
plica en el analisis de problemas reales, se ha optado por desarrollar una
técnica que incorpore la integracion analitica de todos los coeficientes.

De este modo, se derivaron inicialmente férmulas explicitas para cal-
cular (35) en los casos de elementos de densidad de corriente constante
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(1 nodo funcional), lineal (2 nodos funcionales) y cuadrética (3 nodos
funcionales) [13, 14, 15]. Posteriormente [14, 15] se obtuvieron expresio-
nes explicitas para calcular las contribuciones (36). Para los casos més
simples, estas expresiones se reducen a las férmulas propuestas en otros
métodos desarrollados en la literatura, como por ejemplo el Método del
Promediado del Potencial (APM), que corresponde al caso de utilizar
elementos de densidad de corriente constante [5].

La derivacion de estas formulas explicitas no es obvia y requiere un im-
portante y sistematico trabajo analitico [14], que es excesivamente largo
para desarrollarlo completamente en este articulo. Es importante resaltar
que estas expresiones han sido obtenidas teniendo en cuenta su posterior
implementacion en un programa de ordenador, por lo que se han derivado
de forma recurrente e involucrando el menor nimero posible de opera-
ciones con funciones trascendentes. El desarrollo y deduccion completa
de estas férmulas pueden encontrarse en trabajos previos de los autores
(14, 15].

Este modelo numérico unidimensional simplificado, basado en el méto-
do de elementos de contorno con integracién analitica de los coeficientes
del sistema de ecuaciones es muy estructurado y esta desarrollado de
forma que sea posible incorporarlo eficazmente en un sistema de disenio
asistido por ordenador. En todo caso, la implementacién de la formula-
cién debe realizarse con cierto cuidado, debido a la relativa complejidad
de las expresiones que intervienen en el calculo de coeficientes matriciales,
a su casuistica y en algunos casos a su mal condicionamiento.

6. Convergencia

En principio, esperamos que la densidad de corriente de pérdida dis-
cretizada 6" (€) converja a la solucién exacta o (£€) a medida que se aumen-
te el nimero de grados de libertad n. También esperamos que el potencial
discretizado V"(z) converja simultdneamente a la solucién exacta V (x).
En general, podemos intentar obtener estos efectos en (18) o bien incre-
mentando la segmentacion de los conductores, o bien eligiendo funciones
de prueba N;(§) maés sofisticadas (es decir, usando elementos de orden
superior) [24, 25]. En la terminologia usual del Método de Elementos
Finitos, la primera opcion se denomina refinamiento de tipo h, mientras
que la segunda se denomina refinamiento de tipo p.

Sin embargo, se comprueba que estas formulaciones no convergen a
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la solucién exacta [6, 11, 12]. En la practica se aprecian inestabilidades
numeéricas crecientes que perturban fuertemente el valor de la densidad
de corriente de pérdida cuando la discretizacion se refina mas alla de de-
terminado punto [6, 12]. De hecho, las inestabilidades numéricas tienden
a extenderse a lo largo de toda la longitud de los conductores al incremen-
tar la segmentacion. Esto produce resultados evidentemente no realistas
(por ejemplo potenciales negativos) en los calculos subsiguientes del po-
tencial en la superficie del terreno, aunque la resistencia equivalente R,
converge aparentemente a su valor exacto [14, 23].

Estos problemas fueron descritos por Garret y Pruitt en un articulo
especialmente licido y ya cldsico [6] sobre la precisién del Método del
Promediado del Potencial (APM). A pesar de carecer de una deduccién
rigurosa del método, estos autores establecieron y discutieron la mayor
parte de las fuentes de error. Sin embargo, el origen de las inestabilidades
mencionadas anteriormente no pudo ser explicado en aquel marco teérico
incompleto. Como escribieron estos autores “until a rigorous mathema-
tical error analysis is performed, the ground grid designer must continue
to work with an unknown correction factor in ground grid analysis”. La
formulacién presentada en este articulo proporciona el marco tedrico rigu-
roso en el que se pueden analizar, explicar y controlar aquellas anomalias.

El problema (1) es un problema bien puesto [20]. Se puede argumentar
que despreciar la resistividad del electrodo no es absolutamente realista, y
por tanto VI no es exactamente constante sobre la superficie del electrodo.
Esta linea de razonamiento conduce a aceptar la necesidad de utilizar
modelos maés sofisticados en aquellos casos en los que la resistividad del
electrodo deba ser tenida en cuenta. Pero esta idealizacién parece ser
perfectamente razonable, y suficientemente precisa, para la mayor parte
de los supuestos practicos [14, 23], por lo que no se le puede atribuir
el origen de las inestabilidades observadas. Por otro lado, la deduccién
de la expresién (3) y de la ecuacién integral de Fredholm de primera
especie (5) han sido rigurosamente establecidas [14]. Ademds, el problema
definido por la forma variacional (6) también esta bien puesto, el nicleo
(4) es débilmente singular, y el sistema lineal (10) est relativamente bien
condicionado para discretizaciones realistas de la superficie del electrodo
[24], 1o que no sucede en otros problemas similares que tienen nicleos
regulares, que son frecuentemente muy mal-condicionados y, por tanto,
extremadamente dificiles de resolver [24].

Por tanto, los motivos por los que se produce el fallo en la convergen-
cia del método deben ser buscados entre las simplificaciones introducidas
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con el fin de reducir la complejidad computacional de la formulacion ge-
neral 2D de Elementos de Contorno [13, 14, 15], es decir: A) la corriente
de pérdida se supone uniforme en el perimetro de la seccién transversal
de cada conductor cilindrico, B) los extremos y las uniones de los con-
ductores no se tienen en cuenta, y C) las aproximaciones (29) y (32) se
introducen para evitar la integracion circunferencial y reducir el tiempo
de computacion.

Los autores han realizado varios ensayos numéricos para el proble-
ma académico de una tnica barra en un dominio infinito [23, 14]. Este
problema se ha resuelto mediante: 1) la formulacién de elementos 1D
de contorno presentada en este articulo, 2) una formulacién esténdar
de elementos 2D de contorno para problemas de potencial axisimétricos
(donde no se realiza ningin tipo de aproximaciones ni en el ntcleo de la
ecuacién integral ni en las integrales circunferenciales), y 3) un progra-
ma especificamente desarrollado de elementos finitos 2D para problemas
de potencial axisimétricos. Los resultados de la formulacién 1D concuer-
dan significativamente con los obtenidos con los otros dos métodos. Sin
embargo, si se aumenta el grado de discretizacion, los resultados que se
obtienen con esta técnica de elementos 1D de contorno oscilan alrededor
de la solucién real. Dado que la hipdtesis de uniformidad circunferen-
cial se satisface estrictamente en este ejemplo de prueba [23], y no se
producen oscilaciones en la solucion con la formulacion estandar de ele-
mentos 2D de contorno ni con la de elementos finitos, la simplificacién
A) no puede ser el origen de los problemas encontrados al aplicar estos
métodos. No se han desarrollado ensayos especificos hasta el momento
orientados a cuantificar el error debido a la simplificacion B). No obs-
tante, la experiencia de los autores indica que se pueden esperar efectos
locales ligeramente anémalos cerca de los extremos y de las uniones entre
los conductores, aunque los resultados globales no deberian verse seria-
mente afectados. Remarcamos que las decucciones de la ecuacién (14)
y de la ecuacidn integral de Fredholm de primera especie (17) han sido
rigurosamente establecidas [14, 15]. Ademads, el problema definido por la
forma variacional (15) es aproximado pero esta bien puesto, el nicleo (16)
es débilmente singular, y el sistema lineal (21) debe ser razonablemente
bien-condicionado para segmentaciones realistas de los conductores [24].

Por tanto, el origen de estos problemas debe emanar de las simplifi-
caciones C) introducidas en la formulacién numérica 1D. El hecho es que
la aproximacién (29) no es valida para distancias pequenas. Asi, cuan-
do se aumenta la discretizaciéon y el tamano de los elementos llega a ser
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comparable al didmetro del conductor, la aproximacién (32) introduce
errores significativos en los coeficientes del sistema de ecuaciones (21)
que corresponden a nodos adyacentes, y especialmente en los términos
diagonales.

Por otra parte, puesto que el error de la aproximacién aumenta con
el nivel de discretizacion, los resultados numéricos para discretizaciones
finas no tienden a la solucién de la ecuacién integral (5) con el niicleo (6),
sino a la solucién de una ecuacién integral distinta y mal condicionada
(17) con el nicleo no singular aproximado (32) [13, 14, 15].

Es un resultado tedrico conocido para las ecuaciones de Fredholm de
primera especie que el inverso de un operador completamente continuo no
es acotado [28]. En palabras sencillas: al usar las aproximaciones (29) y
(32) nos enfrentamos a un problema muy mal-condicionado cuya solucién
no se puede hallar numéricamente, puesto que existen distribuciones de
la densidad de corriente de pérdida muy diferentes entre si que verifican
la condicién de contorno V(x) = Vi = 1 Vx € T en su forma débil (15)
con errores arbitrariamente pequenos.

Esto explica la razén por la que se obtienen resultados poco realistas
cuando aumenta la discretizacion [6], y se impide la convergencia [12].

7. Coste Computacional y Eficacia

En este punto, remarcamos las licidas recomendaciones establecidas
en [6]. Este tipo de métodos deberfa ser empleado de forma iterativa,
incrementando la segmentacion en cada ejecucién del problema. Una es-
trategia simple (aunque costosa) seria comenzar con un nimero reducido
de segmentos de tamano similar, y realizar una biseccion de cada seg-
mento en cada ejecucién del programa hasta que los resultados conver-
jan (aparentemente) dentro de unas tolerancias razonables. Remarcamos
que la segmentacion no puede incrementarse indefinidamente por las ra-
zones expuestas anteriormente. Como regla practica, podemos decir que
las aproximaciones (29) y (32) no seran vélidas cuando el tamano de los
segmentos sea comparable al (o menor que el) didmetro del electrodo.

No obstante, se ha comprobado que los resultados obtenidos con nive-
les de discretizacién normales son suficientemente precisos en la practica
[14, 23]. Sin embargo, es obvio que en casos especiales podrian ser reque-
ridos resultados mas precisos. De hecho, se han documentado en la lite-
ratura casos en los que el Método del Promediado del Potencial (APM),
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por ejemplo, se ha manifestado incapaz de proporcionar resultados acep-
tables. En estos casos, el uso de elementos de orden superior (lineal o
cuadrético) podria ayudar, al menos hasta un cierto nivel de precision.

Por otro lado, la formulacion propuesta senala una posible estrategia
que podria aumentar la precision de estos métodos en un futuro inmedia-
to. Remarcamos que la formulacién 1D simplificada es mal-condicionada,
pero la formulacion 1D previa es correcta. Por tanto, la solucion radica
en sustituir las aproximaciones (29) y (32) por aproximaciones mejores
que también sean validas para distancias cortas. Esto no es obvio, ni
inmediato, puesto que seria necesario adaptar la mayor parte del traba-
jo analitico desctrito en las secciones anteriores. En cualquier caso, la
investigacion en esta linea podria dar lugar a métodos eficaces y asintoti-
camente estables en un futuro préoximo.

El coste computacional global de esta formulacién se puede analizar
teniendo en cuenta que para una discretizacién dada, con m elementos
de p nodos cada uno y un total de n grados de libertad, se debe generar
y resolver el sistema de ecuaciones lineal (21) de dimensién n. La matriz
de coeficientes es simétrica pero no vacia, por lo que su resolucién me-
diante un método directo requiere O(n3/3) operaciones. Por su parte, la
generacién de esta matriz requiere O(m?p?/2) operaciones, cada una de
ellas equivalente a una integral doble, debido a las p? contribuciones que
se calculan mediante la expresién (36) para cada par de elementos (con-
siderando que aproximadamente la mitad se obtienen directamente por
simetria). Una vez obtenida la densidad de corriente normal que ema-
na de los electrodos, el coste de calcular la resistencia equivalente (2) es
despreciable. El coste adicional asociado a la obtencién del potencial en
un punto dado (normalmente en la superficie del terreno) por medio de
(19) y (35) requiere sélo O(mp) operaciones. No obstante, si es necesario
calcular potenciales en un gran nimero de puntos (por ejemplo para el
dibujo de isolineas) el tiempo de computacién puede ser considerable.

En el caso de problemas pequenos/medianos el mayor esfuerzo com-
putacional se invierte en la generaciéon de la matriz, en tanto que la
resolucion del sistema de ecuaciones deberia ser el factor predominante
en problemas medianos/grandes. Sin embargo, a partir de un cierto ta-
maifio del problema la utilizacién de un método directo para la solucién
del sistema de ecuaciones es prohibitiva, por lo que se preferira una técni-
ca iterativa o semiiterativa. En nuestro caso, los mejores resultados los
ha proporcionado un algoritmo de gradientes conjugados con precondi-
cionamiento diagonal ensamblando la matriz de coeficientes [14, 29, 30].
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Esta técnica ha demostrado ser enormemente eficaz en este tipo de pro-
blemas, tal y como predice la teorfa [24], y tiene un coste computacional
relativamente bajo en comparacién con el volumen de calculo necesario
para generar el sistema de ecuaciones.

En cuanto a la eleccion del tipo de elemento en un problema de-
terminado, para una discretizacién dada es evidente que la utilizacion
de elementos de densidad de corriente constante proporcionara resulta-
dos menos precisos, aunque con un coste computacional menor, que la
utilizacion de elementos de densidad de corriente lineal o parabdlica. Ob-
viamente, en comparacion con los resultados obtenidos con una malla
relativamente grosera de elementos de densidad de corriente constante,
podremos aumentar la precision o bien incrementando el nimero de ele-
mentos o utilizando elementos de mayor orden [23]. Sin embargo, debe
tenerse en cuenta que no es posible aumentar de forma indiscriminada el
nimero de elementos dado que las aproximaciones (29) y (32) realizadas
no son satisfactorias si el tamano del elemento es del mismo orden de
magnitud que el didmetro del electrodo cilindrico, como se ha comenta-
do anteriormente. En todo caso, para un problema dado, serd necesario
valorar cuidadosamente hasta qué punto es conveniente refinar la malla,
y en su caso aumentar el nimero de elementos (refinamiento de tipo h)
o utilizar elementos de mayor orden [14, 15] (refinamiento de tipo p).

8. Ejemplos de Aplicacion

Las técnicas desarrolladas por los autores se han implemtado en un
sistema de diseno asistido por ordenador para tomas de tierra de subesta-
ciones eléctricas denominado TOTBEM [31, 32]. En el momento actual,
el calculo de una toma de tierra con un modelo de suelo homogéneo e
isotropo se realiza en tiempo real en un ordenador personal, y el tamano
del problema ma&s grande que es posible resolver esta limitado por la
capacidad de memoria que requiere el almacenamiento y manipulacion
de la matriz de coeficientes. Asi, para un problema de 2000 grados de
libertad, se precisan aproximadamente 16Mb, mientras que los tiempos
de generacién de la matriz y resolucién del sistema son todavia reduci-
dos y del mismo orden de magnitud (algunos segundos en un ordenador
personal de gama media en el ano 2000).

El sistema ha sido usado por los autores y por varias empresas eléctri-
cas espanolas para analizar instalaciones de gran tamano durante los
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ultimos 10 anos. Alguno de estos resultados se pueden encontrar en
[13, 14, 15, 32].

Los siguientes ejemplos han sido resueltos mediante el sistema TOT-
BEM. Los resultados fueron obtenidos para un valor de la sobretension de
tierra (GPR) de Vi = 10 kV. El valor estimado de la conductividad del
suelo fue v = (60 Qm)~!. En todos los casos se utiliz6 una ponderacién
de tipo Galerkin.

8.1. Ejemplo 1: Subestacion E.R. Barbera

El primer ejemplo es la subestacién E. R. Barberd (90 x 145 m?) cerca
de la ciudad de Barcelona, operada por la compania eléctrica FECSA.
Este sistema de tierras (vedse la figura 4) esta formado por 408 barras
(¢ = 12,85 mm) enterradas a una profundidad de 80 ¢m. Cada conductor
se discretiza en un elemento de densidad lineal (la densidad de corriente
de pérdida aproximada o" varfa linealmente dentro de cada conductor).
Esto conduce a un problema aproximado con un total de 238 incégnitas.

La figura 5 muestra la distribucién del potencial calculado sobre la
superficie del terreno cuando sucede una condicién de fallo. La figura 6
muestra los perfiles del potencial calculado a lo largo de dos lineas sobre
la superficie del terreno. La corriente de fallo calculada es I+ = 31,8 kA,
que determina una resistencia equivalente de R., = 0,315 €.

Este caso fue originalmente calculado en un PC486/16Mb a 66MHz
[15]. Completar el andlisis en 1997 requiri6 450 segundos. El mismo an4li-
sis puede realizarse en unos 15 segundos usando un PC de gama media
en 2002.

Nétese que la utilizacion de un elemento de densidad constante (en
lugar de lineal) por conductor conduciria a un problema mayor (con
408 incégnitas). Este ejemplo muestra que la utilizacion de elementos de
densidad lineal puede ser ventajoso en comparacion con la utilizaciéon de
elementos de densidad constante, puesto que permite obtener resultados
de mayor precisiéon para un esfuerzo computacional similar (el menor
coste asociado a la resolucién del sistema de ecuaciones se compensa con
el mayor coste asociado a la generacién de la matriz).

8.2. Ejemplo 2: Subestacion Balaidos 11

El segundo ejemplo es la subestacién Balaidos IT (80 x 60 m?), cerca
dela ciudad de Vigo, operada por la compania eléctrica Union Fenosa.
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Figura 4: Subestacién E.R. Barbera: Malla de electrodos.
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Figura 5: Subestacién E.R. Barbera: Distribucién de potencial sobre la
superficie del terreno (lineas de nivel cada 0,2 kV').



24 I. CoLoMINAS, F. NAVARRINA Y M. CASTELEIRO

1Unit=10m

N - g;:
150 E
e
= 3
= 34
=B
g 2-
2 <7
\1 (a8 =
| =
T e 1
! N
‘ ‘7\ g:\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\
mmm w l ‘ 0 %, 50. B0 15 150
0 Distance (m)
0 1Unit=10m o
N - 3:
o 1
CD:
> 4
= 243
=z g
ISR
2 <3
\1 o =
| =
T S o
! R
‘ —\ g:\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\
WMW HV} l ‘ 0 %, 50, B0 15 10 155
- Distance (m)

Figura 6: Subestaciéon E.R. Barbera: Perfiles de potential a lo largo de
dos lineas.
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Figura 7: Subestacién Balaidos II: Malla de electrodos (los puntos negros
corresponden a picas verticales).

Este sistema de tierras (vedse la figura 7) esta formado por 107 barras
(¢ = 11,28 mm) enterradas a una profundidad de 80 ¢m y complemen-
tadas con 67 picas verticales (¢ = 14,00 mm, L = 2,5 m) Cada con-
ductor se discretiza en un elemento de densidad cuadratica (la densidad
de corriente de pérdida aproximada o” varfa cuadraticamente dentro de
cada conductor). Esto conduce a un problema aproximado con un total
de 315 incognitas.

La figura 8 muestra la distribucién del potencial calculado sobre la
superficie del terreno cuando sucede una condicién de fallo. La corrien-
te de fallo calculada es It = 25,0 kA, que determina una resistencia
equivalente ., = 0,400 €.

Este caso fue también originalmente calculado en un PC486/16Mb
a 66MHz [15]. Completar el analisis en 1997 requirié 600 segundos. El
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mismo analisis puede realizarse en unos 20 segundos usando un PC de
gama media en 2002.

Nétese que la utilizacién de un elemento de densidad constante (en
lugar de cuadratica) por conductor conduciria a un problema con 174
incégnitas, mientras que la utilizacion de un elemento de densidad lineal
por conductor conduciria a un problema con 141 incégnitas. Este ejemplo
muestra que la utilizacion de elementos de densidad cuadratica conduce
a problemas aproximados de mayor tamano que la utilizacién de elemen-
tos de densidad constante o lineal. Obviamente, el coste computacional
dedicado a la generacion de la matriz y a la solucion del sistema de ecua-
ciones también es mayor. Sin embargo, el coste computacional total es
aun aceptable (del mismo orden de magnitud), mientras que la precisién
de los resultados es mucho mayor.

8.3. Ejemplo 3: Subestacién Santiago II

El tercer (y tultimo) ejemplo es la subestaciéon Santiago II (230 x
195 m?) cerca de la ciudad de Santiago de Compostela, operada por
la compania eléctrica Union Fenosa. Este sistema de tierras (vedse la
figura 9) estd formado por 534 barras (¢ = 11,28 mm) enterradas a
una profundidad de 75 e¢m y complementadas con 24 picas verticales
(¢ = 15,00 mm, L = 4,0 m) Cada barra se discretiza en un elemento y
cada pica se discretiza en dos elementos, todos ellos de densidad lineal
(la densidad de corriente de pérdida aproximada ¢" varfa linealmente
dentro de cada conductor). Esto conduce a un problema aproximado con
un total de 386 incégnitas.

La figura 10 muestra la distribucion del potencial calculado sobre la
superficie del terreno cuando sucede una condicién de fallo.

La corriente de fallo calculada es I+ = 67,3 kA, que determina una
resistencia equivalente R., = 0,149 .

Este caso fue originalmente calculado en un DEC AlphaServer 4000—
AXP con sistema operativo VMS [33, 34]. Completar el analisis en 1999
requirié 7,7 segundos. El mismo andlisis puede realizarse en unos 20 se-
gundos usando un PC de gama media en 2002.

Noétese que la utilizacion de un elemento de densidad constante (en
lugar de lineal) por conductor conduciria a un problema mayor (con
582 incégnitas). Este ejemplo muestra nuevamente como la utilizacién
de elementos de densidad lineal puede ser ventajoso en comparacién con
la utilizacién de elementos de densidad constante, puesto que permite
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Figura 9: Subestacién Santiago II: Malla de electrodos.
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Figura 10: Subestacién Santiago II: Distribucién de potencial sobre la
superficie del terreno (en tanto por uno del GPR).
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obtener resultados de mayor precision para un esfuerzo computacional
similar (el menor coste asociado a la resolucion del sistema de ecuaciones
se compensa con el mayor coste asociado a la generacién de la matriz).

8.4. Refinamiento de la Discretizacion

Los ejemplos presentados han sido resueltos repetidamente incremen-
tando la segmentacién de los conductores. Como la teoria predice (y ha
sido documentado en la literatura) las inestabilidades numéricas pertur-
ban totalmente la solucién cuando la discretizacién se refina mas alla de
determinado punto. En cualquier caso, un nivel de discretizacion mode-
rado permite obtener resultados suficientemente precisos en la practica.

En nuestra experiencia, aumentar fuertemente el niimero de elemen-
tos no aporta ventajas significativas a la escala del conjunto. Parece, por
tanto, que refinar la discretizacion sélo esta justificado cuando se requie-
ren resultados de gran precisién en una zona determinada.

Por otro lado, utilizar elementos de orden mas elevado (lineal o cua-
drético) parece ser mas ventajoso (en general) que refinar intensivamente
la discretizacion, puesto que la precision que se obtiene es mayor para un
nimero de grados de libertad significativamente menor [14].

8.5. Otros Desarrollos

Las técnicas descritas en este articulo pueden extenderse a modelos
multicapa [33, 34], aunque los tiempos de computacién crecen de forma
muy importante. La correspondiente formulaciéon ha sido implementa-
da en un supercomputador paralelo, y el programa ha sido aplicado al
andlisis de varias tomas a tierra de subestaciones reales [33, 34, 35].

Los resultados obtenidos por los autores con modelos multicapa di-
fieren notablemente de los correspondientes a un modelo del suelo ho-
mogéneo e isétropo. Por ello, los autores creen que la formulacién pro-
puesta para modelos multicapa debera ser la herramienta de disenio en
tiempo real que se utilice en un futuro préximo, a medida que la super-
computacién en paralelo se convierta en un recurso ampliamente dispo-
nible para los ingenieros.

La formulacién también ha sido adaptada para calcular potenciales
transferidos [14].
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9. Conclusiones

En este articulo se ha presentado una formulacién de elementos de
contorno para el andlisis de tomas de tierra de subestaciones eléctricas.
La formulaciéon propuesta se basa en la solucién de una ecuacion integral
de Fredholm mediante el Método de Elementos de Contorno. La solucién
de la ecuacion integral proporciona la densidad de corriente que emana
de la superficie de la malla conductora, a partir de la cual se puede eva-
luar de forma sencilla tanto la resistencia equivalente del sistema como
el potencial en cualquier punto de la superficie del terreno. La introduc-
ciéon de una serie de hipdtesis razonables permite reducir la formulacion
general de Elementos de Contorno 2D a una formulacién simplificada 1D
con requerimientos computacionales aceptables. A su vez, el desarrollo de
técnicas analiticas de integracion especificas para la formulacién 1D sim-
plificada, y la utilizacién de métodos semi-iterativos para la resolucion de
los sistemas de ecuaciones involucrados, permite reducir drasticamente
el coste computacional.

Nuestra formulacion incluye a los denominados métodos matriciales,
ampliamente utilizados en la practica. Estos métodos se identifican como
las variantes mas sencillas de la formulacion simplificada para elecciones
especificas de las funciones de prueba y de test (elementos de densidad de
corriente constante, ponderacién por colocaciéon puntual, etc.). Por ello,
en el marco de esta formulacion es posible explicar y cuantificar, desde un
punto de vista mateméaticamente riguroso, las anomalias encontradas a
lo largo del tiempo en la aplicacion de este tipo de métodos, y desarrollar
nuevas formulaciones més eficientes y precisas

Esta formulacién de elementos de contorno se ha implementado en
el sistema TOTBEM [31, 32] de Diseno Asistido por Ordenador de to-
mas de tierra para subestaciones eléctricas desarrollado por los autores
a lo largo de los ultimos diez anos. En la actualidad, el sistema permite
resolver interactivamente problemas reales de ingenieria en ordenadores
personales de gama media. Mediante una sencilla extension de la formu-
lacién ya es posible resolver un problema de gran importancia desde el
punto de vista de la seguridad: la transferencia de potencial a través de
otros conductores. Por otro lado, la formulacién es enteramente parale-
lizable, lo que permite resolver problemas de extraordinaria complejidad
(modelos multicapa) utilizando recursos de supercomputacion.

La viabilidad y eficacia de la técnica desarrollada se ha demostrado
mediante su aplicacién a varios ejemplos reales.



32 I. CoLoMINAS, F. NAVARRINA Y M. CASTELEIRO

Agradecimientos

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por las empresas Fuer-
zas Eléctricas de Catalunya (FECSA), Unién Fenosa y Unién Fenosa
Ingenierfa (UFISA), por proyectos de investigacién de la CICYT, y de
la Xunta de Galicia, por los fondos FEDER de la Unién Europea, y por
ayudas de investigacién la Universidad de A Coruna.

Apéndice I:
Expresion Integral para el Potencial

Pretendemos obtener una expresion integral para la solucion V(z) del
problema (1) en un punto arbitrario  en E. Suponemos que la superficie
del terreno Iy es horizontal.

En primer lugar, extendemos el dominio E anadiendo su simétri-
co respecto al plano I'y. Sea Q(00) el dominio extendido (infinito). Sea
Q(R) C Q(c0) un subdominio finito, y sea R su didmetro. Sea I5g) el
contorno exterior de 2(R). Sea I la imagen de la superficie del electrodo
I respecto al plano Iz. Suponemos que el valor de R es suficientemente
grande. Asi, la toma de tierra y su simétrica estan embebidas —pero no
incluidas— en Q(R) (vedse la figura 11).

El suelo se considera homogéneo e isétropo. Por tanto, el tensor 7 se
sustituye por la conductividad escalar constante . En estos términos, el
problema (1) se puede sustituir por el Problema Exterior de Dirichlet

AV(z) =0 Vz e Q(0),
V(& =W VE€eT, V(E)=V V¢ eT, (37)
V(z) verifica condiciones normales cuando |z| — oo,

puesto que la condicién de contorno natural e'ng = 0 en Iy se satis-
face automaticamente debido a la simetria del dominio extendido. Las
denominadas condiciones normales en el infinito pueden ser expresadas
matematicamente como [8, 9]

V(z)| =0 (\z|71) cuando |z| — oo, y

38
‘grad(V(z))‘ =0 (]z|_2) cuando |z| — oo. (38)
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Figura 11: Dominio extendido simétrico para el problema (1).

Para el punto dado z, la denominada solucién fundamental [36] para
el problema anterior es

1

V(z) = drr(z, z)’

r(z,z) = |z — 2|, (39)

donde |z — 2| es la distancia euclidea entre los puntos = y z. Es sencillo
comprobar que esta funcion satisface el enunciado

AV(z)=d(z—x) Vz e Qo0), 10

U(z) verifica condiciones normales cuando |2| — oo, (40)
siendo 9 la distribucién delta de Dirac. Por tanto, la solucion fundamental
se puede interpretar como la solucién particular del problema para una
fuente puntual de corriente situada en el punto dado z [36].

El Laplaciano de la solucién fundamental (39) es obviamente singular
en z = x, pero se anula en cualquier otro punto. Para evitar la singula-
ridad definimos la bola B(z,¢) de radio € centrada en el punto z (véase
la figura 11). Sea Ip(g.) el contorno de B(z,¢).

Consideremos el dominio cerrado D(R, ) = Q(R) — B(z,¢). Obvia-
mente, tanto V(z) como ¥(z) son funciones de clase C? en D(R,¢). Por
tanto, podemos aplicar la segunda identidad de Green [20, 14] a nuestro
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problema. Obtenemos

[l (vior 2w w2 Vo) -

(41)
Vo, (VO3 ~ 05 (€))a

8nD

donde IH(R, €) es el contorno del dominio D(R,€) y np es el correspon-
diente vector normal exterior unitario.

Ambas funciones, V(z) y ¥(z), son arménicas en D(R, ), puesto que
(37) y (40) se satisfacen y la singularidad en z = z ha sido aislada. Por
consiguiente, el miembro de la izquierda de (41) se anula, lo que da

/ / T(€)dIp = 0. (42)
§elb )
siendo . o

T(§) = V(ﬁ)%(ﬁ) - W(E)%(ﬁ)- (43)

Finalmente, es obvio que (42) se cumple para valores arbitrariamente
grandes de R y valores arbitrariamente pequenos de €. Por tanto, pode-

mos escribir
If / / Y(£)dI}, = 0. 44
Rﬁ;org_)o £€FD(R,E> (6) D ( )

El contorno exterior de D(R,¢) es Igry. El contorno interior de
D(R,¢) consiste en los contornos exteriores de 1) el electrodo (I'), 2)
su imagen (I'), y 3) la bola que aisla la singularidad (I's(g,)). Por tanto

Ip =Ihyp Ulgza UTUT. 45
(R) (T.e)

T(¢)dlp = T(¢)dTp+
€eloine) €etin)
/ /f 6FB<z,s)T(€)dFD+
/ /&FT@ )dIp+
[ X @
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Considerando que (39) da W(&) para todo & en Ip, y V(2) satisface
(37) v (38), podemos probar que [14]

o
13 [, VO = Vo)
Jfp_xem, - " = a—vwdr,

//&erf &)l = 4 //{ er r(x f 8n (El)drl’

siendo n y n’ los vectores normales exteriores unitarios a I' y IV respec-
tivamente.
Por tanto (44) se reduce a

(47)

=i g o ©

= [ W (€ dr

Finalmente, podemos aprovecharnos de la simetria para escribir [13,
14, 15]

(48)

Vig) = 1 [f,_He.€ole) ar. (49
siendo
o) = 5 €  geT (50)
y
1 1
18 = (gt e ) 51

donde & es el simétrico de & respecto a la superficie del terreno. La funcién
o(€) en (50) se identifica claramente como la densidad de corriente de
pérdida en un punto arbitrario & sobre el electrodo I'.

Con estas suposiciones podemos probar también que (49) se verifica
sobre la superficie del electrodo, lo que nos permite escribir

1
Vo0 = / /&Fk:(w o(€) dr, VxeT. (52)
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Esto no es ni obvio ni trivial, y la prueba requiere una discusion especial
[14]. En este caso, el nicleo (51) es singular en € = x. Puesto que (52)
tiene sentido, a pesar de la singularidad, se dice que (51) es un nicleo
débilmente singular.

Noétese que la expresion (49) siempre satisface la ecuacién de cam-
po, la condiciéon de contorno natural y las condidiones normales en el
infinito del problema (1). Por tanto, lo unico que falta para resolver el
problema es que se satisfaga la condicién de contorno esencial V = Vi en
I'. Impondremos este requisito mediante (52). Por consiguiente, nuestro
problema se reduce a encontrar la distribucion de la densidad de corriente
de pérdida incégnita o(£) en I' que verifica

V= 4; [fp k0o ar. vxer (53)

Una vez se conozca la distribucion de la densidad de corriente de pérdida,
se podra calcular el potencial en cualquier punto mediante la expresion
(49).
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