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RESUMEN

La puesta a tierra de una instalacion eléctrica es imprescindible para garantizar su segu-
ridad cuando tienen lugar situaciones de fallo. Para su correcto analisis y diseno se requiere
la determinacion de una serie de magnitudes tales como el calculo de la resistencia equivalente
de la toma de tierra y la distribucion del potencial originado en la superficie del terreno como
consecuencia de una derivacion de corriente al mismo'?. Tradicionalmente, los estudios sobre el
célculo de tomas de tierra se han planteado con el fin de obtener férmulas sencillas y répidas (a
partir de mediciones experimentales en modelos de laboratorio o como resultado de la experien-
cia acumulada por los técnicos y profesionales que han trabajado en su proyecto y disenio) que
permitan la estimacion de estos parametros caracteristicos. Desde mediados de los afios setenta
se han desarrollado nuevos métodos basados en técnicas de calculo matricial que intentan pon-
derar el efecto de los segmentos en que se subdividen los electrodos de la toma de tierra, a partir
de algunas hipétesis bésicas y simplificaciones poco justificadas, cuando no cuestionables®*. A
pesar del importante avance que han representado estas técnicas, se han puesto de manifiesto
algunas anomalias notables en su aplicacién practica, tales como sus elevados requerimientos
computacionales, los resultados poco realistas que se obtienen al aumentar la segmentacion de
los conductores, y la incertidumbre en su margen de error*.

En este articulo se presenta una formulacién numérica general basada en el método de
elementos de contorno para el célculo y diseno asistido por ordenador de tomas de tierra, apli-
cable a un amplio rango de instalaciones eléctricas reales. Esta formulacién incluye como casos
particulares a los métodos intuitivos utilizados en la actualidad que se obtienen al introducir
una serie de hipotesis en la formulacién general de elementos de contorno con el fin de reducir su
coste computacional. Por otra parte, la utilizacién de elementos de densidad de corriente lineal
y parabdlica permite aumentar considerablemente la precisiéon de los resultados. La introduc-
cién de una novedosa técnica de integracién analitica, combinada con métodos semi-iterativos
de resolucién de los sistemas de ecuaciones involucrados, ha permitido reducir drasticamente
los requerimientos computacionales de la formulacién numérica desarrollada, a partir de la cual
es posible adema&s obtener implementaciones més eficaces.

Finalmente, esta formulacién de elementos de contorno se ha implementado en un sistema
de Diseno Asistido por Ordenador de tomas de tierra de subestaciones eléctricas desarrollado
por los autores en los ultimos anos, con el que es posible obtener resultados de gran precisién
y fiabilidad con unos costes computacionales reducidos. La viabilidad y eficacia de la técnica
desarrollada se demuestra mediante su aplicacién a dos ejemplos reales.

SUMMARY
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Analysis and design of substation earthing involves computing the equivalent resistance
of grounding systems, as well as distribution of potentials on the earth surface due to fault
currents?>. While very crude approximations were traditionally available, several methods ha-
ve been proposed in the last two decades, must of them on the basis of intuitive ideas such
as superposition of punctual current sources and error averaging®*. Although these techniques
represented a significant improvement in the area of earthing analysis, a number of problems
have been reported; namely: large computational requirements, unrealistic results when seg-
mentation of conductors is increased, and uncertainty in the margin of error®.

A Boundary Element approach for the numerical computation of substation grounding
systems is presented in this paper. Several widespread intuitive methods (such as the Average
Potential Method) can be identified in this general formulation as the result of suitable assump-
tions introduced in the BEM formulation to reduce computational cost for specific choices of
the test and trial functions. On the other hand, this general approach allows to use linear and
parabolic leakage current elements to increase accuracy. Efforts have been particularly made in
getting a drastical reduction in computing time by means of new completely analytical integra-
tion techniques, while semi-iterative methods have proved to be specially efficient for solving
the involved system of linear equations.

Finally, this BEM formulation has been implemented in a specific Computer Aided Design
system for grounding analysis developed within the last years. The feasibility of this approach
is finally demonstrated by means of its application to two real problems.

INTRODUCCION

Modelo Matematico del Problema

Los objetivos de un sistema de toma de tierra son garantizar la integridad de los
equipos y la continuidad del suministro eléctrico cuando tienen lugar situaciones de fallo
—vpermitiendo el transporte y disipacion de la corriente eléctrica en el terreno—, y evitar
que las personas que se encuentren transitando o trabajando en las inmediaciones de una
instalacion conectada a tierra estén expuestas a una descarga eléctrica peligrosa. Para
ello, la resistencia equivalente de la toma de tierra deberd ser lo suficientemente baja
para garantizar la disipacion de las corrientes de pérdida en el terreno principalmente
a través de la malla de electrodos, mientras que las maximas diferencias de potencial
entre puntos proximos de la superficie del terreno y la instalacién deberan ser inferiores
a determinadas tolerancias (tensiones de paso, de malla y de contacto)'?.

El problema asociado a la disipacién de corriente eléctrica en el suelo se puede
modelizar mediante la Teoria del Electromagnetismo de Maxwell®. Asi, si se limita
el estudio a la obtencién de la respuesta electrocinética en estado estacionario™®, y se
desprecia la resistencia eléctrica interna de la toma de tierra (formada por una malla de
electrodos interconectados, enterrada a una determinada profundidad), las ecuaciones
que rigen la derivacién de corriente pueden escribirse en la forma

div(e) =0, o=—ygrad(V) in E;
V=Vr in T, ng-oc=0 in I'g.

(1)
siendo E el terreno, v su tensor de conductividad, I'g la superficie del terreno, ng
su versor normal exterior y I' la superficie de los electrodos™. Las soluciones de este
problema son el potencial V' y la densidad de corriente o en un punto arbitrario z
cuando la toma de tierra adquiere un potencial Vp (Sobretensién de Tierra), que en lo
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sucesivo se considerara unitario (Vp = 1) sin pérdida de generalidad, dado que V' y o
son proporcionales al valor de Vr.

En estos términos, siendo m el versor normal exterior a I', la densidad de corriente
de pérdida o que emana de un punto arbitrario de la superficie de los electrodos,
la intensidad total de corriente que emana de la toma de tierra It y la resistencia
equivalente del sistema electrodo-terreno R., pueden escribirse como

o =o'n, Ir = // o dr, Rey = E (2)
r Ip

En la préactica, la hipotesis de terreno homogéneo e isétropo se puede considerar
aceptable?, por lo que el tensor 4 se puede sustituir por una conductividad escalar
aparente v que se determina experimentalmente. En el caso més general se considera
que un modelo multi-capa permite representar aceptablemente la respuesta del terreno?.
Puesto que las técnicas que se exponen en este trabajo pueden generalizarse a modelos
multi-capa®?® (que representan el terreno estratificado en dos o méas capas de diferente
espesor, cada una caracterizada con un valor distinto de la conductividad escalar ), el
desarrollo y ejemplos que se presentaran en lo sucesivo se restrigen a modelos de terreno
uniformes. Asi, el problema (1) se reduce a la ecuacién de Laplace con condiciones de
contorno mixtas®.

Por otra parte, si se asume que la superficie del terreno es horizontal, la simetria
(método de las imédgenes) permite reeescribir el problema (1) en términos del Problema
Exterior de Dirichlet:

AV =0 in E

3
V=V inT and TV (3)

donde la superficie imagen I es la simétrica de I" respecto de la superficie del terreno ™®.
Esta hipétesis de superficie horizontal es bastante adecuada dado que, en la practica, el
terreno en el que se construye una instalacién eléctrica y sus alrededores se regularizan
previamente a la colocacién de los equipos y ejecucién de los viales y zonas de servicios.

PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL PROBLEMA

En la mayoria de las instalaciones eléctricas, la toma de tierra esta formada por una
malla de conductores cilindricos interconectados, enterrados horizontalmente o bien hin-
cados verticalmente, cuya relacién didmetro/longitud suele ser relativamente pequena
(~ 1073). Obviamente, en la practica no es posible la obtencién de soluciones analiti-
cas a este tipo de problemas. Por otra parte, el empleo de técnicas numéricas estandar
(Elementos Finitos o Diferencias Finitas'') requiere la discretizacién del dominio E, lo
que implica unas necesidades computacionales prohibitivas tanto en memoria como en
tiempo de CPU.

Sin embargo, dado que en el diseno de una toma de tierra el cdlculo del potencial
tan soélo es preciso en la superficie del terreno I'g, y que la resistencia equivalente se
obtiene facilmente (2) a partir de la densidad de corriente de pérdida o, se ha optado
por desarrollar una formulacién basada en el Método de Elementos de Contorno que
uUnicamente requiere la discretizacién de la superficie de los electrodos I', y permite
reducir el problema tridimensional a un problema bidimensional.
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La aplicacién de la Identidad de Green'*'® a (1) permite obtener la siguiente ex-
presién integral para el potencial V' en E, en términos de la densidad de corriente de

pérdida o:
z,.€)o zec k. 4
4”7//{61“ @)

siendo el nicleo débilmente singular

1 1
Kot = (g * ) 6 = o )

donde ¢ es el punto simétrico de £ con respecto a la superficie del terreno™®

Dado que (4) se verifica también sobre la superficie de los electrodos I'® y el poten-
cial en dicho contorno viene dado por la Sobretensién de Tierra (V(x) =1, x € I'), la
densidad de corriente de pérdida o debe satisfacer la ecuacién integral de Fredholm de
primera clase definida en I’

47T’Y //&F (x,€) o(§)dl’, xeT. (6)

Finalmente, la expresién anterior puede escribirse en la forma variacional ma&s

débil*°:
//xerw(X> [ 4777//5@ (x.€ dF] dr =0, (7)

que debe verificarse para todos los miembros w(x) de una determinada clase de funcio-
nes de test en I'.

Obviamente, una formulacién de Elementos de Contorno parece ser la mejor elec-
ci6én para la resolucién de la forma variacional (7).

Formulacién en Elementos de Contorno

Dadas N funciones de prueba {N;(€)} definidas en T', y dados M elementos 2D
de contorno {I"*}, la densidad de corriente de pérdida o y la superficie de la toma de
tierra I' se pueden discretizar en la forma

N M
=Y oiNi(§), T=[Jr (8)
i=1 a=1

y la expresién (4) puede aproximarse por

M
Zaz i Z (9)

= / é .. Fw. &) Ni(g) dre. (10)
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Finalmente, para un conjunto dado de N funciones de test {w;(x)} definidas en T,
la forma variacional (7) se reduce al sistema de ecuaciones lineales

N
Y Ruoi=v;, j=1,...,N; (11)
=1

M M M
Ra=3 S RE b3 02
B=1a=1 B=1

wt =g [ Lm0 [ [ Kot N armar? (13)

= [ o0 a (1)

Sin embargo, es obvio que las discretizaciones 2D requeridas para resolver estas
ecuaciones en problemas reales obligarian a manipular un nimero extremadamente
alto de grados de libertad, ya que los sistemas de toma de tierra estdn formados en
la préactica por mallas de varios cientos de conductores cilindricos de gran longitud en
relacién con su diametro. Por ello, y teniendo en cuenta que la matriz de coeficientes
en (11) es llena, y que la integracién 2D en (13) debe efectuarse dos veces sobre la
superfice de cada uno de los electrodos, se justifica inmediatamente la necesidad de
introducir algunas simplificaciones adicionales con el fin de reducir el extremedamente
elevado coste computacional del problema.

PLANTEAMIENTO VARIACIONAL 1D APROXIMADO

Con este objetivo, y considerando la geometria especifica de las mallas de toma
de tierra en la mayoria de las instalaciones eléctricas reales, puede asumirse que la
densidad de corriente es constante en la seccién transversal del electrodo cilindrico™®.
Esta hipdtesis de uniformidad circunferencial es ampliamente empleada en la mayor
parte de los estudios tedricos y procedimientos practicos recogidos en la bibliografia®2+.
~ Asi, si se denomina L al conjunto completo de los ejes de los conductorAes enterrados,
& € L ala proyeccién ortogonal sobre el eje de un punto genérico € € T', ¢(€) al didmetro
del conductor, C’(Z) al perfmetro circunferencial de la seccién transversal y E(E) a
la densidad de corriente aproximada que emana en esa seccién transversal (asumida
uniforme), se puede obtener una expresion aproximada del potencial (4) de la forma:

~ 1
@ =i [ /E g O

Sin embargo, debido a que la densidad de corriente que emana no es realmente
uniforme en la seccién transversal, con caracter general la expresion anterior no satisface
estrictamente la condicién de contorno V(x) = Vr = 1, x € I, ni la forma variacional

~

5(@&)dL. (15)
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(7). No obstante, si se restringe la clase de funciones de test a aquellas con uniformidad
circunferencial, es decir w(x) = w(x) Vx € C(X), la expresién (7) se reduce a:

1

/f(eLw(X) [mb(x) Iy Jeer K(x,€§)a(§)dL| dL =0 (16)

que debe satisfacerse para todos los miembros w(¥) de una determinada clase de fun-
ciones de test en L, siendo el nicleo integral

K(%,€) = _ k(x, &) dC
x8) /xeco?) /ﬁec@ 06:4)

De este modo se impone que la condicién de contorno se satisfaga en promedio en
la seccién transversal. De hecho, (16) puede considerarse como una forma variacional
mas débil de la ecuacion integral de Fredholm de primera especie en L

_
Ay ZEL

dC. (17)

Tp(X) K(x.§)o(§)dL  vxe L. (18)

En esta formulacién no se han tenido en cuenta ni los extremos ni las uniones de
los conductores, por lo que es de esperar la aparicién de ligeras anomalias localiza-
das en esos puntos, aunque los resultados globales no deberian sufrir perturbaciones
significativas en la resolucién de problemas reales.

Formulacién en Elementos 1D de Contorno

La resolucién de la ecuacién integral (16) requiere la discretizacién del dominio
formado por el conjunto completo/\de los ejes de los conductores enterrados L. Asi,
dadas n funciones de prueba {Nl(ﬁ)} definidas en L y m elementos 1D de contorno
{L%}, la densidad de corriente de pérdida & y el conjunto de ejes de los conductores L
se pueden discretizar en la forma

5€)=>_6N€), L=[JL (19)

i=1 a=1

y una versién discretizada de (15) puede escribirse como
Vig)=)Y aiVil®), Vilz)=> V() (20)

i=1 a=1

~ 1 PN
V@ = b | [ kegdo| @ dr (21)
Ay Jeera [ Ecc©)

Finalmente, para una elecciéon adecuada de n funciones de test {w;(x)} definidas
en L, la ecuacién (16) se reduce al sistema de ecuaciones lineales

n
Y Rjigi=v, j=1....m (22)
=1
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Ri=> Y Ry, 9=> 5" (23)

f=1a=1 8=1
~ 1 ~ o~
Rfi‘.az/ ;%) | . K € Ni(€)dL| dL, 24
71 47T’Y iELﬁ j(X) [ §€L0‘ (X §) (6) ] ( )
o= [ moR @R dL (25)
XeL?

En general, en comparacion con la formulacion 2D presentada anteriormente, el es-
fuerzo computacional requerido para resolver problemas reales se reduce drasticamente
con esta formulacion 1D, dado que tanto el tamano del sistema de ecuaciones lineales
(22), como el nimero de contribuciones (24) que es preciso calcular son significativa-
mente mas pequenos que los de (11) y (13).

Sin embargo, en el caso de problemas reales, el coste computacional requerido
para la integracién es todavia considerablemente elevado, debido a las integrales cir-
cunferenciales (17) y (21) que es preciso evaluar. Por esta razén, se hace necesario
introducir nuevamente ciertas simplificaciones para reducir los tiempos de céalculo a
niveles aceptables®.

Formulacion en Elementos de Contorno 1D Simplificada
La integral circunferencial del nicleo k(z,€) de (21) se puede escribir como:
1 1
. k(z, &) dC = . ——dC +/ . —F=dC. (26)
/gec@ tec) r(z.§) tcc@ (=€)

La distancia r(z, &) entre un punto & del dominio y un punto arbitrario € situado
en el contorno del electrodo se puede expresar en la forma:

~ 2(¢ o
r(z,E)Z\/\z—5]2+¢f)—\w—§|¢(§) sinw cos 6 (27)

donde 0 es la posiciéon angular en el perimetro de la seccién transversal del electrodo
cilindrico, y

[(€—2) x 5(§)|
Lad

sinw =

(28)

como muestra la figura 1.

La integral eliptica obtenida cuando r(z,&) de (27) se sustituye en (26) se puede
aproximar por integracién numérica hasta un nivel arbitrario de precisiéon. Sin embargo,
dado que nos interesa calcular los potenciales en puntos & de la superficie del terreno,
cuya distancia a los puntos arbitrarios E situados en los ejes es mucho mayor que el
didmetro gb(Z) de los electrodos que forman la malla de tierra®, la distancia r(z,&) de
(27) se puede aproximar como

ra.€) ~ 7(a.8) = \/ PR (20)
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5(€)

7
/ _

£ A
X~

o N o

K §
4 //(,0
-

-
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P
/ )
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=

Fig. 1 — Distancia entre un punto dado £ y un punto arbitrario £ de la superficie del
electrodo.

De este modo, la integral circunferencial del nicleo k(z, &) de (26) resulta

/§  k(2.8)dC ~ 7 6(&) k(= 8). (30)

ec(®)

donde

o~ 1 1
Wz, &) = _ . 31
¢ (?(mﬁ%f)) oy

y & es el punto simétrico de E con respecto a la superficie del terreno. La expresién
(30) puede interpretarse como el resultado de integrar la expresién (26) mediante una
cuadratura de Newton-Cotes con un solo punto. Es‘E\a aproximacion es suficientemente
precisa a menos que_ la distancia entre los puntos  y € sea del mismo orden de magnitud
que el didmetro ¢(€), lo que no ocurrird en la practica al emplear esta aproximacién
para calcular los valores del potencial en la superficie del terreno.

Si ahora se sustituye la expresién (30) en (17), se puede obtener la aproximacién:

~

K(%.8) ~ / 7 6(@) k(x.8) dC, (32)
X<eC(X)

y, teniendo en cuenta las aproximaciones empleadas en (29), el niicleo integral (17) se
puede simplificar en la forma:

~ o~ -~

K®% 8 ~ 6@ 76(%) b(X ), (33)

siendo

F(x.8) = (a SR ) (34)
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~

A8 = \/!?—2\2 + 280, )

~

donde la inclusién de los didmetros ¢(x) v ¢(€) preserva automaticamente la simetria
en el sistema de ecuaciones (22), aunque las secciones transversales del electrodo sean

~

distintas en los puntos X y &.

La seleccién de diferentes tipos de funciones de prueba y test en (24) y (25) condu-
ce a diferentes formulaciones especificas. Asi, con elementos de densidad de corriente
constante (un nodo centrado por segmento de conductor), la Colocacién Puntual (del-
tas de Dirac como funciones de prueba) se identifica con los métodos intuitivos mas
antiguos, basados en la idea de sustituir cada segmento de conductor por una “esfera
imaginaria”®. Por otra parte, la formulacién de Galerkin (donde las funciones de test
son las mismas que las de prueba) se identifica con una clase de métodos mas recientes
(tales como el “Método del Promediado del Potencial)?, basados en la idea de que cada
segmento de conductor se sustituye por una “linea de fuentes puntuales de corriente
sobre la longitud del conductor”® (elementos de densidad de corriente constante), y los
coeficientes (24) corresponden a “resistencias mutuas y propias” entre “segmentos de
conductor”*.

Los problemas encontrados con la aplicacion de estos métodos se pueden explicar
ahora, desde un punto de vista mateméticamente riguroso *°. Con el fin de estudiar el
efecto de las simplificaciones efectuadas en (30) y (33), se han realizado diferentes tests
numeéricos con un problema de prueba consistente en un tinico electrodo en un dominio
infinito'*. Este problema se ha resuelto mediante: 1) la formulacién de elementos 1D
de contorno presentada en este articulo, 2) una formulacién estdndar de elementos 2D
de contorno para problemas de potencial axisimétricos (donde no se realiza ningin
tipo de aproximaciones ni en el nicleo de la ecuacién integral ni en las integrales
circunferenciales), y 3) un programa especificamente desarrollado de elementos finitos
2D para problemas de potencial axisimétricos.

Los resultados de la formulacién 1D concuerdan significativamente con los obteni-
dos con los otros dos métodos. Sin embargo, si se aumenta el grado de discretizacién,
los resultados que se obtienen con esta técnica de elementos 1D de contorno oscilan
alrededor de la solucién real. Dado que la hipdtesis de uniformidad circunferencial
se satisface estrictamente en este ejemplo de prueba'*, y no se producen oscilaciones
en la solucién con la formulacion estandar de elementos 2D de contorno ni con la de
elementos finitos, el origen de estos problemas cabe buscarlos en las simplificaciones
introducidas en la formulacién numérica 1D.

El hecho es que la aproximacién (30) no es valida para distancias pequenas. Asi,
cuando se aumenta la discretizacién y el tamaifio de los elementos llega a ser comparable
al didmetro del conductor, la aproximacién (33) introduce errores significativos en los
coeficientes del sistema de ecuaciones (22) que corresponden a nodos adyacentes, y
especialmente en los términos diagonales.

Por otra parte, puesto que el error de la aproximacion aumenta con el nivel de dis-
cretizacion, los resultados numéricos para discretizaciones finas no tienden a la solucién
de la ecuacién integral (6) con el nicleo (5), sino a la solucién de una ecuacién integral
distinta y mal condicionada (18) con el niicleo aproximado por (33)"%.
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Esto explica la razén por la que se obtienen resultados poco realistas cuando aumen-
ta la discretizacion?, y se impide la convergencia’. No obstante, se ha comprobado que
los resultados obtenidos con niveles de discretizacién normales son suficientemente pre-
cisos en la practica®'*.

En lo sucesivo, el modelo numérico y los ejemplos se restringiran a formulaciones
de tipo Galerkin, donde la matriz del sistema (22) es simétrica y definida positiva'®.
Asi, si se introducen las simplificaciones de las integrales circunferenciales (30) y (33),
y se asume que el didmetro de los conductores es constante en cada elemento, las
expresiones finales que permiten calcular los coeficientes del potencial (21) y del sistema
de ecuaciones (24) resultan ser:

~a N ﬁ N N

Vs Mo @ a (36)
Nl PN IV A
R R [ fe, Fxd xsm] L (37)

donde ¢* y ¢° representan el didmetro del conductor (que se supone constante) en
los elementos L% y LP. Obviamente, las contribuciones (37) conducen a una matriz
simétrica en (23).

El célculo de las restantes integrales que intervienen en (36) y (37) no es obvio.
Debido al mal comportamiento de las funciones de los integrandos no es posible emplear
cuadraturas de Gauss, por lo que la mejor alternativa numérica parece ser una cua-
dratura de Simpson compuesta adaptativa (utilizando la extrapolacién de Richardson
como estimador de error)®. Sin embargo, debido al altisimo coste que ésta implica en
el andlisis de problemas reales, se ha optado por desarrollar una técnica que incorpore
la integracién analitica de todos los coeficientes.

De este modo, se han derivado férmulas explicitas para calcular (36) en los casos
de elementos de densidad de corriente constante (1 nodo funcional), lineal (2 nodos
funcionales) y parabdlico (3 nodos funcionales)”. Recientemente se han obtenido tam-
bién expresiones explicitas para calcular las contribuciones (37). Para los casos mas
simples, estas expresiones se reducen a las férmulas propuestas en otros métodos des-
arrollados en la literatura, como por ejemplo el Método del Promediado del Potencial,
que corresponde al caso de utilizar elementos de densidad de corriente constante®.

La derivacién de estas férmulas explicitas no es obvia y requiere un importante y
sistemédtico trabajo analitico”, que es excesivamente largo para desarrollarlo completa-
mente en este articulo. Es importante resaltar que estas expresiones han sido obtenidas
teniendo en cuenta su posterior implementaciéon en un programa de ordenador, por lo
que se han derivado de forma recurrente e involucrando el menor nimero posible de
operaciones con funciones trascendentes. El desarrollo y deduccion completa de estas
férmulas pueden encontrarse en trabajos previos de los autores®?.

Este modelo numérico unidimensional simplificado, basado en el método de elemen-
tos de contorno con integracién analitica de los coeficientes del sistema de ecuaciones es
muy estructurado y esta desarrollado de forma que sea posible incorporarlo eficazmente
en un sistema de diseno asistido por ordenador. En todo caso, la implementacién de la
formulacion debe realizarse con cierto cuidado, debido a la relativa complejidad de las
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expresiones que intervienen en el cdlculo de coeficientes matriciales, a su casuistica y
en algunos casos a su mal condicionamiento.

Coste computacional de la formulacién de elementos 1D de contorno

El coste computacional global de esta formulacién se puede analizar teniendo en
cuenta que para una discretizacion dada, con m elementos de p nodos cada uno y
un total de n grados de libertad, se debe generar y resolver el sistema de ecuaciones
lineal (22) de dimensién n. La matriz de coeficientes es simétrica pero no vacia, por
lo que su resolucién mediante un método directo requiere O(n3/3) operaciones. Por su
parte, la generacién de esta matriz requiere O(m?p?/2) operaciones, cada una de ellas
equivalente a una integral doble, debido a las p? contribuciones que se calculan mediante
la expresion (37) para cada par de elementos (considerando que aproximadamente la
mitad se obtienen directamente por simetria).

En el caso de problemas pequenos/medianos el mayor esfuerzo computacional se
invierte en la generacion de la matriz, en tanto que la resolucion del sistema de ecuacio-
nes deberia ser el factor predominante en problemas medianos/grandes. Sin embargo,
a partir de un cierto tamano del problema la utilizacién de un método directo para la
solucion del sistema de ecuaciones es prohibitiva, por lo que se preferird una técnica
iterativa o semiiterativa. En nuestro caso, los mejores resultados los ha proporcionado
un algoritmo de gradientes conjugados con precondicionamiento diagonal ensamblando
la matriz de coeficientes '®, que se ha implementado finalmente en el sistema de disenio
asistido de tomas de tierra desarrollado'®. Esta técnica ha demostrado ser enormemente
eficaz en este tipo de problemas, y tiene un coste computacional relativamente bajo en
comparacién con el volumen de calculo necesario para generar el sistema de ecuaciones.
Por ello, el tamano del problema mas grande que es posible resolver en este momento
en un entorno de computacién normal, estd limitado por la capacidad de memoria que
requiere el almacenamiento y manipulacién de la matriz de coeficientes. Asi, para un
problema de 2000 grados de libertad, se precisan ya aproximadamente 16Mb, mientras
que los tiempos de generacién de la matriz y resolucién del sistema son todavia reduci-
dos y del mismo orden de magnitud (del orden de minutos en una estacién de trabajo
considerada de gama media en 1996).

Por otra parte, una vez obtenida la densidad de corriente normal que emana de los
electrodos, el coste de calcular la resistencia equivalente (2) es despreciable. El coste
adicional asociado a la obtencién del potencial en un punto dado (normalmente en la
superficie del terreno) por medio de (20) y (36) requiere s6lo O(mp) operaciones. No
obstante, si es necesario calcular potenciales en un gran ntimero de puntos (por ejemplo
para el dibujo de isolineas) el tiempo de computacién puede ser considerable.

En cuanto a la eleccion del tipo de elemento en un problema determinado, para una
discretizacién dada es evidente que la utilizacion de elementos de densidad de corriente
constante proporcionara resultados menos precisos, aunque con un coste computacio-
nal menor, que la utilizaciéon de elementos de densidad de corriente lineal o parabdlica.
Obviamente, en comparacion con los resultados obtenidos con una malla relativamente
grosera de elementos de densidad de corriente constante, podremos aumentar la pre-
cisién o bien incrementando el nimero de elementos o utilizando elementos de mayor
orden'. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que no es posible aumentar de forma
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indiscriminada el nimero de elementos dado que las aproximaciones (30) y (33) reali-
zadas no son satisfactorias si el tamano del elemento es del mismo orden de magnitud
que el didmetro del electrodo cilindrico, como se ha comentado anteriormente. En todo
caso, para un problema dado, serd necesario valorar cuidadosamente hasta qué punto
es conveniente refinar la malla, y en su caso aumentar el nimero de elementos (método
h, en la terminologia usual de Elementos Finitos) o utilizar elementos de mayor orden®
(método p).

APLICACION DE LA FORMULACION A CASOS REALES

El primer ejemplo que presentamos es el sistema de puesta a tierra de la subestacién
E.R.Barbera de la empresa eléctrica Fecsa, cercana a la ciudad de Barcelona. El sistema
de tomas de tierra de esta subestacién esta formada por 408 electrodos cilindricos rectos
de didmetro constante (12.85 mm) que constituye una malla paralela a la superficie del
terreno enterrada a una profundidad de 80 cm, siendo la superficie total protegida de
mas de 6500 m?. El 4rea total estudiada es un rectdngulo de 135 m por 210 m, lo
que supone una superficie de mas de 28000 m?. La Sobretensién de Tierra considerada
en este estudio es de 10 kV (dada la relacién lineal existente entre la Sobretension de
Tierra V1 y la Intensidad Total de Tierra I, podemos indistintamente considerar una
conocida y la otra incégnita, o viceversa). La disposicién de los conductores de esta
malla de tierra se presenta a escala en la figura 2. La tabla 1 resume las caracteristicas
generales de este sistema de puesta a tierra.

SUBESTACION E. R. BARBERA
Dimensiones Max. Malla: 145 m x 90 m
Profundidad Malla: 0.80 m

Numero de Electrodos: 408
Diametro Electrodos: 12.85 mm

Sobretension de Tierra: 10 kV
Resistividad Terreno: 60 Om

Tabla 1.—Subestacién E. R. Barberd: Caracteristicas del sistema de toma de tierra.

El modelo numérico empleado en este problema ha consistido en una formulacién
de Galerkin, en la que cada conductor se ha discretizado en un elemento de densidad
de corriente lineal, lo cual implica un total de 238 grados de libertadf.

1 Es interesante notar que el uso de elementos de densidad de corriente constante por elec-
trodo hubiera requerido, para este mismo ejemplo, un total de 408 grados de libertad.
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Fig. 2.—Subestacion E. R. Barbera: Malla de electrodos y Distribucién del potencial en la
superficie del terreno (se han dibujado las lineas con incrementos de 0.2 kV y, en
negrita, cada 1 kV).

SUBESTACION E. R. BARBERA

Tipo de Elemento: Lineal
Numero de Elementos: 408
Grados de Libertad: 238
Intensidad de Tierra: 31.8 KA
Resistencia Equivalente: 0.315 ©
Tiempo CPU: 450 s
Ordenador: PC486/66MHz/16Mb

Tabla 2.—Subestacién E.R. Barbera: Modelo Numérico y Resultados.
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Fig. 3.—Subestacién E.R. Barbera: Perfiles de potencial en la superficie del terreno a
lo largo de diferentes lineas.

En este ejemplo puede observarse cémo el uso de elementos de densidad de corriente
lineales reduce significativamente el nimero total de grados de libertad del modelo.
Asi, con un coste computacional ligeramente superior en la generacién de la matriz de
coeficientes, y un coste computacional inferior en la resolucién del sistema de ecuaciones
lineales, se obtienen resultados de gran precisién con un esfuerzo computacional total
similar.

Los resultados numéricos se resumen en la tabla 2. Por otra parte, en la figura 2
se muestra la distribuciéon de potencial en la superficie del terreno en condiciones de
fallo, y en la figura 3 se representan perfiles de potencial en la superficie del terreno a
lo largo de diferentes lineas.

La resolucién numérica de este modelo de toma de tierra ha requerido tinicamente
siete minutos y medio de tiempo de CPU en un ordenador personal convencional (tipo
PC486/66MHz/16Mb).

El segundo ejemplo que se presenta es el sistema de puesta a tierra de la subestacién
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Balaidos II de la empresa eléctrica Union Fenosa, proxima a la ciudad de Vigo. La toma
de tierra de esta instalacién es una malla de 107 conductores cilindricos (didmetro:
11.28 mm) enterrada a una profundidad de 80 cm, y suplementada con 67 electrodos
verticales (estas picas tienen una longitud de 2.5 m cada una y un didmetro de 14.0 mm).
La superficie total protegida supera los 4800 m?, y el 4drea sometida a estudio es un
rectangulo de 121 m por 108 m, lo que supone una superficie superior a los 13000 m?.
Como en el ejemplo anterior, la Sobretensién de Tierra considerada en este estudio ha
sido de 10 kV. En la figura 4 se muestra la disposicién en planta de la malla de toma
de tierra de esta subestacién, y en la tabla 3 se resumen sus caracteristicas principales.

SUBESTACION BALAIDOS II

Dimensiones Max. Malla:
Profundidad Malla:
Numero de Electrodos Malla:
Numero de Picas Verticales:
Didmetro Electrodos:
Didmetro Picas:
Sobretension de Tierra:
Resistividad Terreno:

60 m x 80 m
0.80 m
107
67
11.28 mm
14.00 mm
10 kV
60 Qm

Tabla 3.—Subestacion Balaidos II: Caracteristicas del sistema de toma de tierra.

1Unit=10m

Fig. 4.—Subestacién Balaidos II: Malla de electrodos (se indica con puntos negros la situacion
de los electrodos verticales) y Distribucién del potencial en la superficie del terreno
(se han dibujado las lineas con incrementos de 0.2 kV y, en negrita, cada 1 kV).
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SUBESTACION BALAIDOS II
Tipo de Elemento: Parabdlico
Ntumero de Elementos: 174
Grados de Libertad: 315
Intensidad de Tierra: 25 kA
Resistencia Equivalente: 0.4 Q
Tiempo CPU: 600 s
Ordenador: PC486,/66MHz/16Mb

Tabla 4.—Subestacion Balaidos II: Modelo Numérico y Resultados.

El modelo numérico empleado en la resolucién de este problema ha consistido en
una formulaciéon de Galerkin, en la que cada electrodo conductor se ha discretizado en
un elementos de densidad de corriente parabdlica, lo que supone un total de 315 grados
de libertadi.

Los resultados se presentan en la tabla 4. Asimismo, la figura 4 muestra la distri-
bucién del potencial en la superficie del terreno cuando tiene lugar una derivacién de
corriente a través de la toma de tierra.

La resolucién numérica de este modelo ha requerido tinicamente diez minutos de
tiempo de CPU en un ordenador personal convencional (tipo PC486 /66MHz/16Mb).

Como puede verse en este ejemplo la utilizacion de elementos de densidad de
corriente parabdlica incrementa el nimero total de grados de libertad. Obviamente
tanto el coste computacional de generacion de la matriz de coeficientes como el de reso-
lucién del sistema de ecuaciones lineales se incrementan aunque, como se comprueba, el
esfuerzo computacional total es aceptable (del mismo orden de magnitud) y la precisién
en los resultados es mucho mayor.

Ambos ejemplos han sido resueltos repetidamente incrementando la segmentacién
de los electrodos. A la escala de toda la malla, los resultados y las ditribuciones de
potencial en la superficie no se modifican significativamente al aumentar la segmenta-
cién. Por ello, podemos concluir que, en general, una razonable (es decir, moderada)
segmentacién es suficiente en la practica. El incremento del nimero de elementos més
alld de este punto no sera preciso, a menos que se requiera una elevada precisién en los
resultados en una zona concreta de la malla de tierra. E incluso en este supuesto, la
utilizacién de elementos de orden mayor serd mas ventajoso en general, que el incre-
mento de la segmentacién de los conductores, dado que la precision serd mayor para
un nimero considerablemente menor de grados de libertad del modelo numérico®.

I En este problema, el uso de elementos de densidad de corriente constante por electrodo
supondria un total de 174 grados de libertad, en tanto que el uso de elementos de densidad de
corriente lineal por conductor implicaria 141 grados de libertad.
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CONCLUSIONES

En este articulo se ha presentado una formulacién de elementos de contorno pa-
ra el andlisis de tomas de tierra de subestaciones eléctricas. En el caso de problemas
tridimensionales, la introduccién de una serie de hipdtesis razonables permiten reducir
la formulacion general de Elementos de Contorno 2D a una formulacién simplificada
1D con requerimientos computacionales aceptables. Algunos métodos intuitivos, am-
pliamente utilizados en la préactica, se han identificado como casos particulares de esta
formulacion simplificada para elecciones especificas de las funciones de prueba y de test,
y asi se han podido explicar y justificar, desde un punto de vista mateméaticamente ri-
guroso, los problemas encontrados en la aplicacién de estos métodos. Por otra parte,
la introduccién de técnicas analiticas de integracién en la formulacién 1D simplifica-
da ha hecho posible la reduccién drastica de los requerimientos computacionales, y el
desarrollo de nuevas formulaciones mas eficientes y precisas.

En la actualidad, estas técnicas desarrolladas por los autores han permitido la
creacion de un nuevo sistema de disefio asistido por ordenador de tomas de tierra para
subestaciones eléctricas (TOTBEM)'. Con este sistema es posible analizar y calcular
con gran precisién mallas de tomas de tierra de tamano medio/grande, précticamente
en tiempo real y utilizando ordenadores convencionales de gran disponibilidad y bajo
coste. Obviamente el estudio de instalaciones de puesta a tierra mayores requeriria un
esfuerzo computacional mayor —y probablemente un ordenador més potente—, aunque
el incremento del coste seguiria siendo aceptable.
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