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RESUMEN

El dise~no de tomas de tierra para subestaciones el�ectricas requiere el c�alculo
de la resistencia equivalente y la distribuci�on de potencial en la super�cie del
terreno cuando se produce un cortocircuito [1]. Durante las dos �ultimas d�ecadas
se han propuesto diversos m�etodos de c�alculo, la mayor parte de los cuales se
fundamentan en ideas intuitivas como la superposici�on de fuentes puntuales de
corriente o el promediado del error [2,3]. A pesar del importante avance que han
supuesto estas t�ecnicas, se han puesto de mani�esto algunas anomal��as notables
en su aplicaci�on, tales como sus elevados requerimientos computacionales, los
resultados poco realistas que se obtienen al aumentar la segmentaci�on de los
conductores, y la incertidumbre en su margen de error [3].

En este art��culo se presenta una formulaci�on 1D de Elementos de Contorno,
que incluye como casos particulares a los m�etodos intuitivos m�as ampliamente
utilizados en la actualidad. Las ideas sobre las que se fundamentan estos m�etodos
se contemplan como simpli�caciones adecuadas, introducidas en la formulaci�on
BEM con el objetivo de reducir el coste computacional. Todo ello permite
explicar matem�aticamente el an�omalo comportamiento asint�otico de esta clase de
m�etodos, e identi�car las fuentes de error, as�� como introducir elementos de orden
superior con el �n de incrementar la precisi�on. Finalmente se presenta un ejemplo
de aplicaci�on a un problema real, utilizando nuevas t�ecnicas de integraci�on
anal��tica que permiten reducir dr�asticamente los tiempos de computaci�on.

1. INTRODUCCI�ON

El fen�omeno f��sico que subyace a la disipaci�on de corriente el�ectrica en el
terreno puede modelizarse mediante la Teor��a Electromagn�etica de Maxwell [4].
Limitando el an�alisis a la respuesta electrocin�etica en estado estacionario, y
despreciando la resistencia el�ectrica de los electrodos que componen la toma
de tierra (en general un sistema interconectado de conductores enterrados), el
problema 3D asociado a la derivaci�on de corriente puede escribirse en la forma

�������������� = � gradV; div (��������������) = 0 en E;

��������������tnnnnnnnnnnnnnnE = 0 en �E ; V = V� en �; V �! 0 si jxxxxxxxxxxxxxxj ! 1;

(1)

donde E es el terreno y  su tensor de conductividad, �E es la super�cie del
terreno y nnnnnnnnnnnnnnE su versor normal exterior, y � es la super�cie de los electrodos [5,6].



Nuestro objetivo es calcular el potencial V y la densidad de corriente �������������� en un
punto arbitrario xxxxxxxxxxxxxx para un valor determinado del potencial de tierra V�, que en
lo sucesivo consideraremos unitario sin p�erdida de generalidad.

En estos t�erminos, y siendo nnnnnnnnnnnnnn el versor normal exterior a �, la densidad
de corriente de p�erdida � que emana de un punto arbitrario de la super�cie de
los electrodos, la intensidad total de corriente que emana de la toma de tierra
I� y la resistencia equivalente del sistema Req (resistencia aparente del circuito
electrodo-terreno) pueden escribirse como

� = ��������������tnnnnnnnnnnnnnn; I� =

Z Z
�

� d�; Req =
V�

I�
: (2)

En la pr�actica, la hip�otesis de terreno homog�eneo e is�otropo puede
considerarse aceptable [7], y el tensor  puede sustituirse por un escalar 
(conductividad aparente). En el caso m�as general se considera que un modelo
multi-capa permite representar aceptablemente la respuesta del terreno [7].
Puesto que las t�ecnicas que se exponen en este trabajo pueden generalizarse a
modelos multi-capa [8], nos ce~niremos en lo sucesivo a la hip�otesis de uniformidad
total. As��, el problema (1) se reduce a la ecuaci�on de Laplace con condiciones de
contornomixtas [4], y �nalmente|debido a la simetr��a, si se considera horizontal
la super�ce del terreno| a un Problema Exterior de Dirichlet [6].

Aunque esta clase de problemas ha sido rigurosamente estudiada [9],
y puede obtenerse su soluci�on frecuentemente mediante m�etodos num�ericos
est�andar, la complejidad del contorno � introduce importantes di�cultades
adicionales en este caso, dado que el electrodo que constituye la toma de
tierra en la mayor parte de las instalaciones est�a compuesto por una malla
de conductores cil��ndricos interconectados, enterrados horizontalmente o bien
clavados verticalmente (picas), en los que la relaci�on di�ametro/longitud es

relativamente peque~na (� 10�3). Por ello, la discretizaci�on del dominio E
es extremadamente dif��cil y compleja, lo que implica unos requerimientos de
computaci�on prohibitivos.

Por otra parte, los dos objetivos b�asicos de un sistema de toma de tierra son
garantizar la seguridad humana (limitando el potencial de paso y el potencial de
contacto), y preservar la integridad de los equipos y la continuidad del servicio
(disipando las derivaciones de corriente en el terreno) durante situaciones de
fallo [1,5,6]. Dado que para su dise~no tan s�olo se requiere calcular el potencial en
la super�cie del terreno �E, y que la resistencia equivalente se obtiene f�acilmente
a partir de la densidad de corriente de p�erdida en la super�cie del electrodo (2),
el M�etodo de Elementos de Contorno parece una elecci�on adecuada.

2. PLANTEAMIENTO VARIACIONAL

Aplicando la Identidad de Green [10] a (1), el potencial V en E puede
escribirse en t�erminos de la densidad de corriente de p�erdida inc�ognita �:

V (xxxxxxxxxxxxxx) =
1

4�

Z Z
��������������2�

k(xxxxxxxxxxxxxx; ��������������)�(��������������) d�; (3)

con el n�ucleo integral d�ebilmente singular

k(xxxxxxxxxxxxxx; ��������������) =
� 1

r(xxxxxxxxxxxxxx; ��������������)
+

1

r(xxxxxxxxxxxxxx; ��������������0)

�
; r(xxxxxxxxxxxxxx; ��������������) = jxxxxxxxxxxxxxx� ��������������j; (4)



donde ��������������0 es el punto sim�etrico de �������������� con respecto a la super�cie del terreno [5,6].

Dado que (3) se veri�ca tambi�en en � [5,6], la condici�on V� = 1 conduce a
la ecuaci�on integral de Fredholm de primera especie en �

1 =
1

4�

Z Z
��������������2�

k(��������������; ��������������)�(��������������) d� 8�������������� 2 �; (5)

cuya soluci�on es la densidad de corriente de p�erdida �.

La ecuaci�on (5) puede ahora escribirse en la forma variacional m�as d�ebilZ Z
��������������2�

w(��������������)

"
1�

1

4�

Z Z
��������������2�

k(��������������; ��������������)�(��������������) d�

#
d� = 0; (6)

para todo miembro w(��������������) de una clase adecuada de funciones de test en �.

2.1. Formulaci�on en Elementos de Contorno

Dadas N funciones de prueba fNi(��������������)g de�nidas en � yM elementos 2D de
contorno f��g, la densidad de corriente de p�erdida � y la super�cie de la toma
de tierra � se pueden discretizar en la forma

�(��������������) =

NX
i=1

�iNi(��������������); � =

M[
�=1

��; (7)

y puede escribirse la versi�on discretizada de (3)

V (xxxxxxxxxxxxxx) =

NX
i=1

�i Vi(xxxxxxxxxxxxxx); Vi(xxxxxxxxxxxxxx) =

MX
�=1

V �
i (xxxxxxxxxxxxxx); (8)

V �
i (xxxxxxxxxxxxxx) =

1

4�

Z Z
��������������2��

k(xxxxxxxxxxxxxx; ��������������)Ni(��������������) d�: (9)

Finalmente, para un conjunto dado deN funciones de test fwj(��������������)g de�nidas
en �, la forma variacional (6) se reduce a un sistema de ecuaciones lineales

NX
i=1

Rji�i = �j; j = 1; : : : ;N ; (10)

Rji =

MX
�=1

MX
�=1

R
��
ji ; �j =

MX
�=1

�
�
j ; i = 1; : : : ;N ; j = 1; : : : ;N ; (11)

R
��
ji =

1

4�

Z Z
��������������2��

wj(��������������)

"Z Z
��������������2��

k(��������������; ��������������)Ni(��������������) d�

#
d�; (12)

�
�
j =

Z Z
��������������2��

wj(��������������) d�: (13)

Sin embargo, es obvio que las discretizaciones 2D requeridas para resolver
estas ecuaciones en problemas reales obligar��an a manipular un n�umero
extremadamente alto de grados de libertad. Teniendo en cuenta que la matriz de
coe�cientes en (10) es llena, y que la integraci�on 2D en (12) debe efectuarse dos
veces sobre la super�ce de cada uno de los electrodos, se justi�ca inmediatamente
la necesidad de introducir algunas simpli�caciones adicionales.



3. PLANTEAMIENTO VARIACIONAL 1D APROXIMADO

Para un punto gen�erico �������������� en el contorno de una barra cil��ndrica, seanb�������������� su proyecci�on ortogonal sobre el eje de la barra, �(b��������������) el di�ametro (que se

asume mucho m�as peque~no que la longitud de la barra) y C(b��������������) el per��metro
circunferencial de la secci�on transversal en ese punto. Sea L el conjunto completo
de los ejes de los conductores enterrados.

Si la densidad de corriente de p�erdida se asume constante en la secci�on

transversal, �(��������������) = b�(b��������������) 8�������������� 2 C(b��������������), podemos reescribir (3) en la forma

bV (xxxxxxxxxxxxxx) =
1

4�

Z
b��������������2L

"Z
��������������2C(b��������������)

k(xxxxxxxxxxxxxx; ��������������) dC

# b�(b��������������) dL: (14)

La hip�otesis de uniformidad circunferencial parece ser bastante adecuada y
no demasiado restrictiva, si tenemos en cuenta la geometr��a real de las tomas de
tierra. Sin embargo, la condici�on de contorno V = 1 no puede ahora satisfacerse
exactamente en todos los puntos, y (6) no puede veri�carse, excepto en casos
particulares donde efectivamente hay uniformidad circunferencial. Sin embargo,
(6) puede satisfacerse si restringimos la clase de funciones de test exigiendo
simetr��a circunferencial, esto es, w(��������������) = bw(b��������������) 8�������������� 2 C(b��������������), obteniendo:Z

b��������������2L
bw(b��������������)"��(b��������������)� 1

4�

Z
b��������������2L

K(b��������������;b��������������) b�(b��������������) dL# dL = 0 (15)

para todo miembro bw(b��������������) de una clase adecuada de funciones de test en L, donde

K(b��������������;b��������������) = Z
��������������2C(b��������������)

"Z
��������������2C(b��������������)

k(��������������; ��������������) dC

#
dC: (16)

De este modo se obliga a la condici�on de contorno V = 1 a satisfacerse en
promedio en la secci�on transversal. De hecho, (15) puede considerarse como una
forma variacional m�as d�ebil de la ecuaci�on de Fredholm de primera especie en L

��(b��������������) = 1

4�

Z
b��������������2L

K(b��������������;b��������������) b�(b��������������) dL 8b�������������� 2 L: (17)

En esta formulaci�on no se han tenido en cuenta ni los extremos ni las uniones
de los conductores, por lo que es de esperar la aparici�on de ligeras anomal��as
localizadas en esos puntos, aunque los resultados globales no deber��an sufrir
perturbaciones signi�cativas.

3.1. Formulaci�on en Elementos de Contorno

Dadas n funciones de prueba f bNi(b��������������)g de�nidas en L y m elementos 1D de
contorno fL�g, la densidad de corriente de p�erdida b� y el conjunto de ejes de
los conductores L se pueden discretizar en la forma

b�(b��������������) = nX
i=1

b�i bNi(b��������������); L =

m[
�=1

L�; (18)



y una versi�on discretizada de (14) puede escribirse como

bV (xxxxxxxxxxxxxx) =

nX
i=1

b�i bVi(xxxxxxxxxxxxxx); bVi(xxxxxxxxxxxxxx) = mX
�=1

bV �
i (xxxxxxxxxxxxxx); (19)

bV �
i (xxxxxxxxxxxxxx) =

1

4�

Z
b��������������2L�

"Z
��������������2C(b��������������)

k(xxxxxxxxxxxxxx; ��������������) dC

# bNi(b��������������) dL: (20)

Finalmente, para un conjunto dado de n funciones de test f bwj(b��������������)g de�nidas
en L, (15) se reduce al sistema de ecuaciones lineales

nX
i=1

bRjib�i = b�j; j = 1; : : : ; n; (21)

bRji = mX
�=1

mX
�=1

bR��ji ; b�j = mX
�=1

b�j� ; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; n; (22)

bR��ji =
1

4�

Z
b��������������2L�

bwj(b��������������)
"Z

b��������������2L�
K(b��������������;b��������������) bNi(b��������������) dL

#
dL; (23)

b��
j
=

Z
b��������������2L�

� �(b��������������) bwj(b��������������) dL: (24)

En comparaci�on con la dada en 2.1, en esta formulaci�on 1D se reduce
dr�asticamente el trabajo computacional requerido para resolver problemas
reales. Sin embargo, debido fundamentalmente al coste de las integraciones
circunferenciales en (20) y (23), es necesario introducir nuevamente ciertas
simpli�caciones para reducir los tiempos de c�alculo bajo niveles aceptables.

3.2. Formulaci�on en Elementos de Contorno 1D Simpli�cada

Una aproximaci�on razonablemente precisa y sencilla para la integral interior
en (20) puede escribirse en la formaZ

��������������2C(b��������������)
k(xxxxxxxxxxxxxx; ��������������) dC � � �(b��������������)bk(xxxxxxxxxxxxxx;b��������������); (25)

bk(xxxxxxxxxxxxxx;b��������������) =  1br(xxxxxxxxxxxxxx;b��������������) + 1br(xxxxxxxxxxxxxx; b��������������0)
!
; br(xxxxxxxxxxxxxx;b��������������) =

s
jxxxxxxxxxxxxxx� b��������������j2 + �2(b��������������)

4
; (26)

y, an�alogamente, para el n�ucleo (16) que interviene en (23)

K(b��������������;b��������������) � Z
��������������2C(b��������������)

� �(b��������������)bk(��������������;b��������������) dC � � �(b��������������)� �(b��������������) bbk(b��������������;b��������������); (27)

bbk(b��������������;b��������������) =

 
1bbr(b��������������;b��������������) + 1bbr(b��������������; b��������������0)

!
; bbr(b��������������;b��������������) =

s
jb��������������� b��������������j2 +

�2(b��������������) + �2(b��������������)
4

;

(28)



siendo sencillo veri�car que estas aproximaciones son satisfactorias a menos que

la distancia entre los puntos xxxxxxxxxxxxxx o �������������� (seg�un sea el caso) y b�������������� sea del mismo orden
de magnitud que los di�ametros.

La selecci�on de diferentes tipos de funciones de prueba y test conduce a
diferentes formulaciones espec���cas. As��, con elementos de densidad de corriente
constante, la Colocaci�on Puntual se identi�ca con los m�etodos intuitivos m�as
antiguos, basados en la idea de sustituir cada segmento de conductor por una
\esfera imaginaria"; la formulaci�on de Galerkin se identi�ca con una clase de
m�etodos m�as recientes (APM) basados en la idea de que cada segmento de
conductor se sustituye por una \l��nea de fuentes puntuales de corriente sobre la
longitud del conductor" [3]; y los coe�cientes (23) corresponden a \resistencias
mutuas y propias" entre \segmentos de conductor" [3]. Obviamente, pueden
derivarse formulaciones m�as avanzadas con elementos de mayor orden [5,6].

Los problemas encontrados con la aplicaci�on de estos m�etodos [3,6,11]
pueden explicarse ahora, desde un punto de vista matem�aticamente riguroso, y se
deben, b�asicamente, a que las aproximaciones (25) y (27) no son v�alidas cuando
el tama~no de los elementos llega a ser comparable al di�ametro del conductor, lo
que introduce errores signi�cativos en los coe�cientes del sistema (21), incluidos
los diagonales. Por otra parte, puesto que el error de la aproximaci�on aumenta
con el nivel de discretizaci�on, los resultados num�ericos para discretizaciones
�nas no tienden a la soluci�on de la ecuaci�on integral (17) con el n�ucleo (16),
sino a la soluci�on de una ecuaci�on integral distinta y mal condicionada con
el n�ucleo aproximado por (27), y en todo caso a la soluci�on de un problema
diferente [11,12]. Ello explica la raz�on por la que se obtienen resultados poco
realistas cuando aumenta la discretizaci�on [3], y se impide la convergencia [6].
No obstante, se ha observado que los resultados obtenidos con niveles de
discretizaci�on normales son su�cientemente precisos en la pr�actica [11].

En lo sucesivo nos referiremos a formulaciones de tipo Galerkin
exclusivamente, donde la matriz del sistema (10) es sim�etrica y de�nida
positiva [13], y utilizaremos las aproximaciones

bV �
i (xxxxxxxxxxxxxx) �

1

4�
� ��

Z
b��������������2L�

bk(xxxxxxxxxxxxxx;b��������������) bNi(b��������������) dL; (29)

bR��
ji �

��� ���

4�

Z
b��������������2L�

bNj(b��������������)
"Z

b��������������2L�

bbk(b��������������;b��������������) bNi(b��������������) dL
#
dL; (30)

donde �� y �� representan el di�ametro del conductor (que se supone constante)

en los elementos L� y L� . Obviamente, (30) conduce a una matriz sim�etrica.

4. INTEGRACI�ON ANAL�ITICA Y EFICIENCIA GLOBAL

El c�alculo de las integrales restantes en (29) y (30) no es obvio. Debido
al mal comportamiento de los integrandos no es posible utilizar cuadraturas de
Gauss, y, aunque con un coste elevado, una cuadratura de Simpson compuesta
adaptativa (utilizando la extrapolaci�on de Richardson como estimador de error)
parece ser la mejor elecci�on num�erica [5]. Recientemente [12,14] se han derivado
f�ormulas expl��citas para calcular (29) en el caso de elementos de orden superior.
Tambi�en se han desarrollado las expresiones expl��citas para las contribuciones

(30) en los casos en que los elementos L� y L� son paralelos y perpendiculares.



Estas f�ormulas generalizan a las obtenidas por otros autores para casos m�as
simples [2]. La integraci�on num�erica no es excesivamente costosa en los restantes
casos, puesto que las expresiones anal��ticas para (29) pueden sustituirse en (30)
dando lugar a integrandos relativamente suaves.

Respecto al coste computacional global, para una discretizaci�on dada (m
elementos de p nodos cada uno, y un total de n grados de libertad) debe generarse
y resolverse un sistema lineal (21) de orden n. Dado que la matriz es sim�etrica,

pero no vac��a, su resoluci�on requiere del orden de O(n3=3) operaciones. La

generaci�on de la matriz requiere del orden de O(m2p2=2) operaciones, debido a

las p2 contribuciones del tipo (30) que han de ser calculadas para cada par de
elementos, de las que aproximadamente la mitad se obtienen directamente por
simetr��a. En problemas peque~nos/medianos el mayor esfuerzo computacional se
invierte en la generaci�on de la matriz, en tanto que la resoluci�on del sistema
de ecuaciones es el factor predominante en problemas medianos/grandes. En
este momento, el tama~no del problema m�as grande que es posible resolver (en
un entorno de computaci�on cient���ca normal) est�a limitado por la capacidad de
memoria para el almacenamiento de la matriz. As��, para un problema de 2000
grados de libertad, se precisan ya 16Mb, en tanto que los tiempos de generaci�on
de la matriz y resoluci�on del sistema ser��an todav��a aceptables y del mismo
orden de magnitud (del orden de una hora en una estaci�on de trabajo normal).
Por otra parte, una vez obtenida la densidad de corriente de p�erdida, el coste
de calcular la resistencia equivalente (2) es despreciable. El coste adicional de
obtener el potencial en un punto dado (normalmente en la super�cie del terreno)
por medio de (19) y (29) requiere s�olo O(mp) operaciones, ya que se dispone de
f�ormulas anal��ticas para (29). No obstante, si es necesario calcular potenciales
en un gran n�umero de puntos (dibujo de isol��neas) el tiempo de computaci�on
puede ser elevado.

5. CONCLUSIONES

Se ha presentado una formulaci�on de Elementos de Contorno para el
an�alisis de sistemas de tomas de tierra de subestaciones el�ectricas. En el
caso de problemas 3D, la introducci�on de una serie de hip�otesis razonables
permiten reducir la formulaci�on general de Elementos de Contorno 2D a una
formulaci�on simpli�cada 1D con requerimientos computacionales aceptables.
Algunos m�etodos intuitivos, ampliamente utilizados en la pr�actica, se identi�can
como casos particulares de esta formulaci�on simpli�cada, lo que ha permitido
explicar |desde un punto de vista matem�aticamente riguroso| los problemas
encontrados en su aplicaci�on. Por otro lado, mediante la introducci�on de t�ecnicas
anal��ticas de integraci�on es posible reducir dr�asticamente los requerimientos
computacionales y desarrollar nuevas formulaciones m�as e�cientes y precisas.

Como ejemplo de aplicaci�on se presenta el an�alisis del sistema de tomas de
tierra de la subestaci�on E. R. Barber�a (cercana a Barcelona), actualmente en
fase de construcci�on. El plano y caracter��sticas de la instalaci�on se presentan
en la Figura 1, y los resultados obtenidos en la Figura 2. Cada barra se ha
discretizado en un �unico elemento lineal. El modelo (408 elementos y 238 grados
de libertad) requiere en la actualidad tan s�olo 3 minutos de CPU en un ordenador
Vax-4300/32Mb, debido a la utilizaci�on de t�ecnicas anal��ticas de integraci�on
para barras paralelas y perpendiculares [14]. A la escala de toda la malla, los
resultados no se modi�can notablemente con discretizaciones m�as �nas. En casos
como �este, la utilizaci�on de elementos de mayor orden ofrece ventajas frente a la



de elementos de orden cero, ya que la precisi�on es mucho mayor para un n�umero
signi�cativamente menor de grados de libertad.
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1 Unidad = 10 m

DATOS

Resistividad del Terreno: 0:600 
m
Di�ametro del Conductor: 1:285 cm
Profundidad de Instalaci�on: 0:800 m
Potencial de Tierra: 1:000 V

MODELO BEM 1D

Tipo de Elemento: Lineal
N�umero de Nodos: 238
N�umero de Elementos: 408

Figura 1.|Malla E. R. Barber�a: Plano, caracter��sticas del problema y modelo
num�erico (1 elemento lineal por barra).



1 Unidad = 10 m

0.50 V

RESULTADOS

Corriente de P�erdida: 3:17703 A

Resistencia Equivalente: 0:31476 

Tiempo de CPU: 205 seg

Ordenador: VAX{4300

Curvas isopotenciales en super�cie cada
0:02 V (regruesadas cada 0:10 V ).

Figura 2.|Malla E. R. Barber�a: Resultados obtenidos mediante el BEM (1
elemento lineal por barra, integraci�on anal��tica entre barras paralelas y
pependiculares).


